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СТАТИСТИКА ТРАЕКТОРИЙ ЧАСТИЦ

В НЕОДНОРОДНОЙ ЗАДАЧЕ СИНАЯ

ДЛЯ ДВУМЕРНОЙ РЕШЕТКИ

Аннотация
В связи с двумерной моделью ”Периодический газ Лоренца” в

работе изучается асимптотическое поведение статистических харак-
теристик участка свободного пробега точечной частицы до первого
попадания в h-окрестность (круг радиуса h) ненулевой целой точки
при h→ 0, выпущенной из h-окрестности начала координат. Вычи-
слена предельная функция распределения длины свободного пробега
и входного прицельного параметра (расстояние от траектории до
интересующей нас целой точки) при заданном значении выходного
прицельного параметра. Ранее этот вопрос был изучен для частицы,
вылетающей из начала координат (однородный случай).

Обозначения
1. ‖x‖ — расстояние от вещественного x до ближайшего целого
числа.
2. ϕ(d) — количество целых, взаимно простых с d, от 1 до d (функ-
ция Эйлера).
3. µ(d) — функция Мебиуса.
4. δq(a) = 1, если целое a делится на q, и δq(a) = 0 в остальных
случаях (функция делимости на q).
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5. Конечные разности функции от двух переменных f(m,n):

∆1,0f(m,n) = f(m+ 1, n)− f(m,n),

∆0,1f(m,n) = f(m,n+ 1)− f(m,n),

∆1,1f(m,n) = ∆0,1(∆1,0f)(m,n) = ∆1,0(∆0,1f)(m,n).

Введение

При изучении движущихся в кристалле достаточно быстрых ча-
стиц, траектории которых обусловлены главным образом много-
кратным их рассеянием на ядрах, мы приходим к следующей до-
статочно естественной математической конструкции.

Зафиксируем вещественные h и v из интервалов
(
0, 1

8

)
и (−1, 1)

соответственно. Ориентированная в направлении (cosϕ, sinϕ), па-
раметрически заданная прямая

{
(−hv sinϕ+ t cosϕ, hv cosϕ+ t sinϕ) ∈ R2 | t ∈ (−∞,∞)

}
(1)

на плоскости при t = 0 проходит через ближайшую к началу ко-
ординат O = (0, 0) точку O′ = (−hv sinϕ, hv cosϕ) (проекция O на
прямую (1)). Еще одно параметрическое представление

{
(x− t′ sinϕ, y + t′ cosϕ) ∈ R2 | t′ ∈ (−∞,∞} (2)

определяет перпендикулярную к (1) прямую, проходящую при t′ = 0
через точку (x, y). Они пересекаются в некоторой точке M = M(ϕ)
при

t = R(x, y) = x cosϕ+ y sinϕ,

t′ = U(x, y) = x sinϕ− y cosϕ+ hv.

Среди всех целочисленных точек (m,n) на плоскости с условиями

R(m,n) > 0 и |U(m,n)| < h

выберем ту из них — (m(ϕ), n(ϕ)), для которой величина R(m,n)
принимает минимальное значение. Такая точка (m(ϕ), n(ϕ)) всегда



СТАТИСТИКА ТРАЕКТОРИЙ ЧАСТИЦ... 3

найдется, поскольку по теореме Минковского о выпуклом теле су-
ществует целочисленная пара (m,n) 6= (0, 0), для которой

|m cosϕ+ n sinϕ| < (h(1− |v|))−1
, |m sinϕ− n cosϕ| 6 h(1− |v|).

При этом

|U(m,n)| = |m sinϕ− n cosϕ+ hv| < h(1− |v|) + h|v| = h.

Назовем h-окрестностью точки (x, y) открытый круг радиуса h
с центром в (x, y). Тогда (m(ϕ), n(ϕ)) — такая целочисленная точ-
ка (m,n) 6= (0, 0), h-окрестность которой в первый раз пересека-
ет частица, движущаяся по прямой (1) из точки O′ в положитель-
ном направлении. Отсюда немедленно следует единственность пары
(m(ϕ), n(ϕ)). Положим

r(ϕ) = hR (m(ϕ), n(ϕ)) , u(ϕ) = h−1U (m(ϕ), n(ϕ)) .

При этом

0 < r(ϕ) <
1

1− |v| и − 1 < u(ϕ) < 1.

Ориентируясь на терминологию из ядерной физики, назовем r = r(ϕ)
нормированным свободным пробегом, а v и u = u(ϕ) нормирован-
ным выходным и входным прицельными параметрами.

Пусть

0 < r0 <
1

1− |v| и − 1 < u− < u+ < 1,

а также χI(. . . ) — характеристическая функция промежутка I на
прямой (−∞,∞). Главным результатом работы является следую-
щая

Теорема. Пусть |v| < c < 1. Тогда при любом ε > 0 для функции
распределения

Φv(h) = Φv(h;ϕ0, r0, u−, u+) =

=

ϕ0∫

0

χ[0,r0] (r(ϕ))χ[u−,u+] (u(ϕ)) dϕ



4 В. А. БЫКОВСКИЙ, А.В.УСТИНОВ

при h→ 0 справедлива асимптотическая формула

Φv(h) =

ϕ0∫

0

r0∫

0

u+∫

u−

ρ(ϕ, r, v, u)dϕdrdu+Oε,c

(
h

1
2−ε
)
,

равномерная по v, u−, u+ и ϕ0 ∈ [0, 2π] с плотностью

ρ(ϕ, r, v, u) = ρ(r, v, u) = ρ(r, u, v) = ρ(r,−u,−v),

которая при u > v и u+ v > 0 имеет вид

ρ(r, u, v) =





6
π2 , если u 6 1

r
− 1;

6
π2

1
u− v

(
1
r
− 1− v

)
, если v 6 1

r
− 1 < u;

0, если
1
r
− 1 < v.

Замечание 1. С физической точки зрения функцию ρ(r, v, u)
можно интерпретировать как плотность частиц, движущихся
прямолинейно с единичной скоростью под углом ϕ после перво-
го рассеяния с выходным прицельным параметром V = hv в h-
окрестности некоторого узла целочисленной решетки, которые
проходят расстояние R = h−1r до повторного рассеяния с входным
прицельным параметром hu.

Замечание 2. Плотность ρ(r, v, u) не зависит от угла ϕ
(изотропность). Ее симметрия относительно замены (v, u) на
(u, v), (−u,−v), (−v,−u) объясняется изотропностью и ”обрати-
мостью” траекторий частиц.

Замечание 3. Эргодичность рассматриваемой модели ”Перио-
дический газ Лоренца” была доказана Я.Г.Синаем [2]. Ему же при-
надлежит постановка рассматриваемой задачи в простейшем ва-
рианте (v = 0, u− = −1, u+ = 1, ϕ0 = 2π).
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Замечание 4. При v = 0 (однородная задача) теорема была до-
казана в [3]. В простейшей постановке из предыдущего замечания
более ранний результат на эту тему был получен в [4] с худшей
оценкой остаточного члена в виде Oε

(
h

1
8−ε
)

.

Замечание 5. Из результатов работы [6], доказанных эргоди-
ческими методами, основанными на теореме Ратнер о классифика-
ции инвариантных эргодических мер под действием унипотентных
потоков, следует существование предела функции Φv(h) при h→ 0
в частном случае с ϕ0 = 2π. Этого недостаточно для доказатель-
ства свойства изотропности.

Замечание 6. Рассматриваемая в работе двумерная модель
представляет определенный интерес для теории каналирования ча-
стиц, движущихся параллельно кристаллографическим плоскостям
(см.[7] и [8]).

§ 1. Свойства целочисленных пар (m(ϕ), n(ϕ))

В соответствии с определениями

h−1r
(
ϕ+

π

2

)
= n

(
ϕ+

π

2

)
cosϕ−m

(
ϕ+

π

2

)
sinϕ,

hu
(
ϕ+

π

2

)
= n

(
ϕ+

π

2

)
sinϕ+m

(
ϕ+

π

2

)
cosϕ+ hv.

Так как при повороте плоскости на угол π/2 вокруг начала коорди-
нат множество целых точек переходит в себя и ориентация сохраня-
ется, то выходной прицельный параметр v не меняется и

r
(
ϕ+

π

2

)
= r(ϕ), u

(
ϕ+

π

2

)
= u(ϕ).

Поэтому
m
(
ϕ+

π

2

)
= −n(ϕ), n

(
ϕ+

π

2

)
= m(ϕ).

Далее,

h−1r
(π

2
− ϕ

)
= n

(π
2
− ϕ

)
cosϕ+m

(π
2
− ϕ

)
sinϕ,
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hu
(π

2
− ϕ

)
= −n

(π
2
− ϕ

)
sinϕ+m

(π
2
− ϕ

)
cosϕ+ hv.

Речь идет о зеркальной симметрии относительно прямой y = x. И
в этом случае множество целых точек на плоскости переходит в се-
бя. Однако, ориентация меняется на противоположную. Поэтому
выходной прицельный параметр v переходит в −v и

r
(π

2
− ϕ

)
= r(ϕ), u

(π
2
− ϕ

)
= −u(ϕ),

m
(π

2
− ϕ

)
= n(ϕ), n

(π
2
− ϕ

)
= m(ϕ).

Подытоживая вышесказанное и принимая во внимание равенство
ρ(t, u, v) = ρ(t,−u,−v), мы можем заключить, что теорему из введе-
ния достаточно доказать для случая ϕ0 ∈ (0, π/4).

На самом деле удобнее работать с другой параметризацией угла
наклона траектории: α = α(ϕ) = tgϕ ∈ (0, 1). При этом

sinϕ =
α√

1 + α2
, cosϕ =

1√
1 + α2

,

R(x, y) =
x+ αy√
1 + α2

, U(x, y) =
αx− y√
1 + α2

+ hv,

r(ϕ) = h
m(ϕ) + αn(ϕ)√

1 + α2
, u(ϕ) =

αm(ϕ)− n(ϕ)
h
√

1 + α2
+ v.

Лемма 1. Числа m(ϕ) и n(ϕ) взаимно просты.

Доказательство. Предположим, что

НОД(m(ϕ), n(ϕ)) = q > 1.

Положив m = m(ϕ)/q и n = n(ϕ)/q, получим

|U(m,n)| =
∣∣∣∣
αm− n√

1 + α2
+ hv

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣
1
q

αm(ϕ)− n(ϕ)√
1 + α2

+
1
q
hv +

q − 1
q

hv

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣
1
q
U(m(ϕ), n(ϕ)) +

q − 1
q

hv

∣∣∣∣ <
1
q
h+

q − 1
q

h = h.
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При этом

R(m,n) =
1
q
R(m(ϕ), n(ϕ)) < R(m(ϕ), n(ϕ)),

что противоречит определению пары (m(ϕ), n(ϕ)). Значит, наше
предположение неверно и q = 1.

Заметим, что равенство

(m(ϕ), n(ϕ)) = (0, 1) или (1, 1)

выполняется только для α ∈ (0, θ0) в первом случае и α ∈ (θ1, 1) во
втором, где ϑ0 и ϑ1 — корни уравнений

α√
1 + α2

+ hv = h и
α− 1√
1 + α2

+ hv = −h

из интервала (0,1). При этом

0 < ϑ0 <
√

8h < 1−
√

8h < ϑ1 < 1, (1.1)

Положим

M =
{

(m,n) ∈ N2 | 0 < n < m, НОД(m,n) = 1
}

Подытожим вышесказанное в следующем виде.

Замечание 7. Для любого числа α ∈ [ϑ0, ϑ1] пара (m(ϕ), n(ϕ))
лежит в множестве M.

Пусть (m,n) ∈M. Определим натуральныеm+ иm− из условий:

nm± ≡ ±1(modm), 0 < m± < m. (1.2)

Положим также

n− =
nm− + 1

m
, n+ =

nm+ − 1
m

. (1.3)

Из определения немедленно следует
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Замечание 8. Пара (m,n) ∈ M однозначно определяется по
(m,m+) или (m,m−).

Лемма 2. Для целых чисел m+,m−, n+, n−, однозначно опреде-
ляемых парой (m,n) ∈M, выполняются следующие свойства:

1) 0 6 n+ < m+ < m и 1 6 n− 6 m− < m;
2) (m+, n+) + (m−, n−) = (m,n);
3) nm+ − n+m = n−m− nm− = n−m+ − n+m− = 1.

Доказательство. Пункт 1) непосредственно следует из ра-
венств (1.3). Складывая сравнения из (1.2), получим еще одно

(m+ +m−)n ≡ 0(modm).

Поскольку n взаимно просто с m, то m+ +m− = km при некотором
натуральном k. Но m+ + m− < 2m и поэтому k = 1. Складывая
равенства из (1.3), получим и второе соотношение: n+ + n− = n.
Тем самым пункт 2) доказан. И, наконец, в соответствии с (1.3),

1 = det
(
n n+

m m+

)
= det

(
n− n
m− m

)
=

= det
(
n− n+ + n−
m− m+ +m−

)
= det

(
n− n+

m− m+

)
.

А это и утверждается в пункте 3). Лемма 2 полностью доказана.

Лемма 3. Пусть α = α(ϕ) ∈ [ϑ0, ϑ1]. Пара (m,n) ∈M совпада-
ет с (m(ϕ), n(ϕ)) тогда и только тогда, когда

U(m+, n+) > h, U(m−, n−) 6 −h, |U(m,n)| < h.

Доказательство. Предположим, что числа

U(m+(ϕ), n+(ϕ)) и U(m−(ϕ), n−(ϕ)) (1.4)

имеют одинаковые знаки. Тогда в соответствии с пунктом 2)
леммы 2

|U(m(ϕ), n(ϕ))| =
= |U(m+(ϕ), n+(ϕ)) + U(m−(ϕ), n−(ϕ))− vh| > 2h− h = h,
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что противоречит определению пары (m(ϕ), n(ϕ)). Следовательно,
наше предположение неверно и интересующие нас числа имеют раз-
ные знаки.

Теперь предположим, что

U(m+(ϕ), n+(ϕ)) =
αm+(ϕ)− n+(ϕ)√

1 + α2
+ vh 6 −h.

Тогда
αm+(ϕ)− n+(ϕ) 6 −

√
1 + α2(1 + v)h < 0.

Поскольку у числа U(m−(ϕ), n−(ϕ)) противоположный знак, то

αm−(ϕ)− n−(ϕ) >
√

1 + α2(1− v)h > 0.

В таком случае
n−(ϕ)
m−(ϕ)

< α <
n+(ϕ)
m+(ϕ)

.

Но это противоречит равенству

n−(ϕ)m+(ϕ)− n+(ϕ)m−(ϕ) = 1

из леммы 2 и наше предположение неверно. То есть, первое число
из (1.4) положительное, а второе отрицательное. Необходимость
условий в лемме 3 доказана.

Теперь докажем их достаточность. Предположим, что найдется
целочисленная пара (m1, n1) с 0 < m1 < m, для которой |U(m,n)| <
∆. Принимая во внимание те же соображения, что и при доказатель-
стве леммы 1, мы можем считать, что m1 и n1 взаимно просты.
Из пункта 3 леммы 2 следует существование двух взаимно простых
целых a и b, для которых

am+ + bm− = m1 и an+ + bn− = n1.

Если одно из чисел a и b равно нулю, то второе есть единица, что
противоречит одному из первых двух неравенств в условии доказы-
ваемой леммы. Поэтому a и b отличны от нуля. Предположим, что
ab < 0. В таком случае

|U(m,n)| = |aU(m+, n+) + bU(m−, n−) + (1− a− b)vh| >
> |a|h+ |b|h− |a+ b− 1|h > h.
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Мы пришли к противоречию, а поэтому у a и b положительные зна-
ки. Но тогда m1 = am′ + bm′ > m+ +m− = m, чего опять не может
быть. Следовательно, для всех натуральных m1 < m и любого цело-
го n1 выполняется неравенство |U(m1, n1)| > h. Лемма 3 полностью
доказана.

§ 2. Вспомогательные преобразования

Так как для −v < u− < u+

χ(u−,u+](u) = χ(−v,u+](u)− χ(−v,u−](u),

а для u− < u+ < −v
χ[u−,u+)(u) = χ[u−,−v)(u)− χ[u+,−v)(u),

то утверждение теоремы достаточно доказать только в случае

−1 < u− 6 −v 6 u+ < 1,

что и будет предполагаться в дальнейшем.
Пусть (m,n) ∈M. Обозначим через

I(m,n) = I(h, v, u−, u+;m,n)

подмножество отрезка [θ0, θ1], состоящее из всех чисел α, удовлетво-
ряющих условиям:

(1−v)h
√

1 + α2 6 αm+−n+, αm−−n− 6 −(1+v)h
√

1 + α2; (2.1)

(u− − v)h
√

1 + α2 6 αm− n 6 (u+ − v)h
√

1 + α2. (2.2)

Из (2.2) немедленно следует, что для α из I(m,n)
∣∣∣α− n

m

∣∣∣ 6 2
√

2
h

m
. (2.3)

Положив α0 = tgϕ0 и принимая во внимание неравенства из (1.1),
с помощью леммы 3 получим

Φv(h) =
∑

(m,n)∈M

∫

I(m,n)

χ[0,α0](α)χ[0,r0]

(
h
m+ αn√

1 + α2

)
dα

1 + α2 +O(h).
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Пусть для R ∈ [1,∞) и t ∈ (0, 1)

M(R) =
{

(m,n) ∈M|
√
m2 + n2 6 R

}
,

Mt(R) =
{

(m,n) ∈M(R) | n
m
6 t
}
.

Лемма 4. Для r0 < (1− |v|)−1 и |v| 6 c < 1

Φv(h) =
∑

(m,n)∈Mα0
(r0h

−1)

mes (I(m,n)) ·
(

1 +
( n
m

)2
)−1

+

+Oc
(
h log(h−1)

)
.

Доказательство. Поскольку
(
m+ αn√

1 + α2

)2

+
(
αm− n√

1 + α2

)2

= m2 + n2,

то для α ∈ I(m,n) (см.(2.2))

m2 + n2 − (2h)2 <

(
m+ αn√

1 + α2

)2

6 m2 + n2.

Отсюда следует, что ввиду (2.3)

Φv(h)−
∑

(m,n)∈M(r0h
−1)

∫

I(m,n)

χ[0,α0](α)
dα

1 + α2 �

� h+
∑

(m,n)∈M
06m2+n2−(r0h

−1)26(2h)2

∫

I(m,n)

dα�

�
∑

16m6r0h−1

∑

06n2−((r0h
−1)2−m2)6 1

2

h

m
�

� h
∑

16m6r0h−1

1
m
�
c
h log

(
h−1) .
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Если для некоторого α ∈ I(m,n)

χ[0,α0](α) 6= χ[0,α0]

( n
m

)
,

то из неравенства (2.3) следует, что

∣∣∣α0 − n

m

∣∣∣ 6 2
√

2
h

m
⇒ |α0m− n| 6 2

√
2h <

1
2
.

Поэтому

Φv(h)−
∑

(m,n)∈Mα0
(r0h

−1)

∫

I(m,n)

dα√
1 + α2

�
c

�
c
h log

(
h−1)+

∑

(m,n)∈Mα0
(r0h

−1)
|α0m−n|<1/2

mes (I(m,n))�

� h log
(
h−1)+

∑

m61+r0h
−1

h

m
�
c
h log

(
h−1) .

В соответствии с (2.3), ∀α ∈ I(m,n)

(1 + α2)−1 −
(

1 +
( n
m

)2
)−1

� h

m

и мы окончательно находим

Φv(h)−
∑

(m,n)∈Mα0
(r0h

−1)

mes (I(m,n)) ·
(

1 +
( n
m

)2
)−1

�
c

�
c
h log

(
h−1)+

∑

16m<n6r0h−1

h

m
· h
m
�
c
h log

(
h−1) .

Лемма 4 полностью доказана.
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Положим α = n
m + β и с помощью соотношений пункта 3) из

леммы 2 преобразуем неравенства (2.1) и (2.2) к виду

− 1
mm+

+ (1− v)
h

m+

√
1 +

( n
m

+ β
)2
6 β 6

6 1
mm−

− (1 + v)
h

m−

√
1 +

( n
m

+ β
)2
,

(u− − v)
h

m

√
1 +

( n
m

+ β
)2
6 β 6 (u+ − v)

h

m

√
1 +

( n
m

+ β
)2
.

Пусть

f1(β) = β +
1

mm+
− (1− v)

h

m+

√
1 +

( n
m

+ β
)2
.

Для ее производной находим

f ′1(β) = 1− (1− v)h
(
n
m + β

)

m+

√
1 +

(
n
m + β

)2 > 1− (1− v)
h

m+
> 1− 2h >

1
2
.

Поэтому f1(β) — возрастающая функция и уравнение f1(β) = 0
имеет единственный корень, который мы обозначим через λ−(m,n).
Точно так же показывается, что функции

f2(β) = β − 1
mm−

+ (1 + v)
h

m−

√
1 +

( n
m

+ β
)2
,

f3(β) = β − (u− − v)
h

m

√
1 +

( n
m

+ β
)2
,

f4(β) = β − (u+ − v)
h

m

√
1 +

( n
m

+ β
)2
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возрастают и меняют знак на интересующем нас промежутке. По
этой причине они принимают нулевое значение в единственных точ-
ках λ+(m,n), γ−(m,n), γ+(m,n), соответственно. Следовательно,
ограничения на β можно переписать в виде

λ−(m,n) 6 β 6 λ+(m,n) и γ−(m,n) 6 β 6 γ+(m,n).

Из оценки (2.3) следует, что для
n

m
+ β ∈ I(m,n)

γ±(m,n) = γ̃±(m,n)+O
(
h2

m2

)
, λ±(m,n) = λ̃±(m,n)+O

(
h2

mm∓

)
,

где

λ̃−(m,n) = − 1
mm+

+ (1− v)
h

m+

√
1 +

( n
m

)2
,

λ̃+(m,n) =
1

mm−
− (1 + v)

h

m−

√
1 +

( n
m

)2
,

γ̃−(m,n) = (u− − v)
h

m

√
1 +

( n
m

)2
,

γ̃+(m,n) = (u+ − v)
h

m

√
1 +

( n
m

)2
.

Поэтому

mes(I(m,n)) = mes (J(m,n)) +O

(
h2

mm−
+

h2

mm+

)
, (2.4)

где J(m,n) — множество, состоящее из всех β, удовлетворяющих
условию

max
{
λ̃−(m,n), γ̃−(m,n)

}
6 β 6 min

{
λ̃+(m,n), γ̃+(m,n)

}
.

Так как (u− − v) 6 (u+ − v), то γ̃−(m,n) 6 γ̃+(m,n). Следователь-
но, J(m,n) — непустое множество только для пар (m,n) ∈ M, для
которых одновременно выполняются неравенства

λ̃−(m,n) 6 λ̃+(m,n), λ̃−(m,n) 6 γ̃+(m,n), γ̃−(m,n) 6 λ̃+(m,n).
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С помощью соотношения m+ +m− = m перепишем их в виде

w(m,n) = ((1 + v)m+ + (1− v)m−)h

√
1 +

( n
m

)2
6 1, (2.5)

((1− u+)m+ + (1− v)m−)h

√
1 +

( n
m

)2
6 1,

((1 + v)m+ + (1 + u−)m−)h

√
1 +

( n
m

)2
6 1.

Поскольку по условию

1− u+ 6 1 + v и 1 + u− 6 1− v,

то второе и третье неравенства следуют из первого. То есть, спра-
ведливо

Замечание 9. Отрезок J(m,n) с (m,n) ∈ M является непу-
стым тогда и только тогда, когда w(m,n) 6 1.

Легко проверить, что неравенство (2.5) эквивалентно неравен-
ству

λ̃−(m,n) 6 γ̃−(m,n) при u− = −v
и неравенству

λ̃+(m,n) > γ̃+(m,n) при u+ = −v.

Поэтому J(m,n) разбивается точкой

β0 = −2v
h

m

√
1 +

( n
m

)2

на два отрезка J+(m,n) и J−(m,n), которые получаются из J(m,n)
при заменах пары (u−, u+) на (−v, u+) и (u−,−v) соответственно.
При этом

J+(m,n) =
{
β ∈ R

∣∣∣∣ β0 6 β 6 min {λ+(m,n), γ+(m,n)}
}
,
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J−(m,n) =
{
β ∈ R

∣∣∣∣ max {λ−(m,n), γ−(m,n)} 6 β 6 β0

}
,

mes(J(m,n)) = mes(J+(m,n)) + mes(J−(m,n)).

Лемма 5. В условиях леммы 4

Φv(h) = Ψ+
v (h) + Ψ−v (h) +Oc

(
h log(h−1)

)
,

где

Ψ±v (h) =
∑

(m,n)∈Mα0
(r0h

−1)
w(m,n)61

mes(J±(m,n)) ·
(

1 +
( n
m

)2
)−1

.

Доказательство. Применяя лемму 4 и принимая во внимание
асимптотическое равенство (2.4), получим (см. также замечание 8)

Φv(h)− Ψ+
v (h)− Ψ−v (h)�

c

�
c

∑

(m,n)∈M(r0h
−1)

(
h2

mm+
+

h2

mm−

)
+ h log(h−1)�

�
∑

0<m′<m6r0h−1

h2

m′m
+ h log(h−1)�

c
h log(h−1).

§ 3. Применение оценок сумм Клостермана.

В соответствии с определениями

mes(J+(m,n))

1 +
(
n
m

)2 =
2v hm

√
1 +

(
n
m

)2 + min {λ+(m,n), γ+(m,n)}
1 +

(
n
m

)2 =

=
h

m
g+

( n
m
,
m−
m

)
,
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где

g+(x, y) =
2v + min {u+ − v, s+(x, y)}√

1 + x2

с

s+(x, y) =
1
y

(
1

mh
√

1 + x2
− (1 + v)

)
.

При этом
w(m,n) > 1 ⇐⇒ s+

( n
m
,
m−
m

)
> −2v.

Аналогично,

mes(J−(m,n))

1 +
(
n
m

)2 =
−2v hm

√
1 +

(
n
m

)2 −max {λ−(m,n), γ−(m,n)}
1 +

(
n
m

)2 =

=
h

m
g−
( n
m
,
m+

m

)
,

где

g−(x, y) =
−2v + min {v − u−, s−(x, y)}√

1 + x2

с

s−(x, y) =
1
y

(
1

mh
√

1 + x2
− (1− v)

)
.

При этом
w(m,n) > 1 ⇐⇒ s−

( n
m
,
m+

m

)
> 2v.

Заметим также, что условие
√
m2 + n2 6 r0h

−1 можно перепи-
сать в виде √

1 +
( n
m

)2
6 r0

mh
.

Пусть

α1 = min
{
α0,
√(

r2
0
(mh)−2 − 1

)}
.

Определим на прямоугольнике [0, α1]× [0, 1] функции f±, положив

f±(x, y) =
{
g±(x, y), если ∓ 2v 6 s±(x, y);
0, если ∓ 2v > s±(x, y).
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Тогда

Ψ±v (h) = h ·
∑

1<m6r0h−1

W±(m)
m

,

где

W±(m) =
∑

16n6m′
16n′6m

δm(nn′ ± 1) · f±
(
n

m
,
n′

m

)

с m′ = [α1m].
Применяя по второй переменной преобразование Абеля

∑

0<l6N
a(l) b(l) =

= a(N) ·
∑

0<k6N
b(k)−

∑

0<l<N

(a(l + 1)− a(l)) ·

 ∑

0<k6l
b(k)


 ,

получим
W±(m) = W

(0)
± (m)−W (1)

± (m),

где

W
(0)
± (m) =

∑

16n6m′
f±
( n
m
,
m

m

)
·

 ∑

16n′6m
δm(nn′ ± 1)


 ,

W
(1)
± (m) =

∑

16n6m′
16k′<m

∆0,1f±

(
n

m
,
k′

m

)
·

 ∑

16n′6k′
δm(nn′ ± 1)


 .

Выполнив еще раз преобразование Абеля в обеих суммах по первой
переменной, находим

W
(0)
± (m) = W

(0,0)
± (m)−W (0,1)

± (m),

где

W
(0,0)
± (m) = f±

(
m′

m
,
m

m

)
·
∑

16n6m′
16n′6m

δm(nn′ ± 1),
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W
(0,1)
± (m) =

∑

16k<m′
∆1,0f±

(
k

m
,
m

m

)
·




∑

16n6k
16n′6m

δm(nn′ ± 1)


 ,

W
(1,0)
± (m) =

∑

16k′<m
∆0,1f±

(
m′

m
,
k′

m

)
·




∑

16n6m′
16n′6k′

δm(nn′ ± 1)


 ,

W
(1,1)
± (m) =

∑

16k<m′
16k′<m

∆1,1f±

(
k

m
,
k′

m

)
·




∑

16n6k
16n′6k′

δm(nn′ ± 1)


 .

Далее воспользуемся асимптотическим равенством (∀ε > 0)

∑

16n6k
16n′6k′

δm(nn′ ± 1) =
ϕ(m)
m2 kk′ +Oε

(
m

1
2 +ε
)

для 1 6 k, k′ < m. Оно доказывается стандартным способом (см., на-
пример, [1]) с помощью оценок сумм Клостермана, принадлежащих
Эстерману [5]. В результате для 0 6 i, j 6 1 получим 8 равенств

W
(i,j)
± (m) =

ϕ(m)
m2 D

(i,j)
± (m) +Oε

(
G

(i,j)
± (m) ·m 1

2 +ε
)
,

где

D
(0,0)
± (m) = f±

(
m′

m
,
m

m

)
·m′m и G

(0,0)
± (m) = 1,

D
(0,1)
± (m) =

∑

16k<m′
∆1,0 f±

(
k

m
,
m

m

)
· km

и

G
(0,1)
± (m) =

∑

16k<m′

∣∣∣∣∆1,0 f±

(
k

m
,
m

m

)∣∣∣∣ ,
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D
(1,0)
± (m) =

∑

16k′<m
∆0,1 f±

(
m′

m
,
k′

m

)
·m′k′

и

G
(1,0)
± (m) =

∑

16k′<m

∣∣∣∣∆0,1 f±

(
m′

m
,
k′

m

)∣∣∣∣ ,

D
(1,1)
± (m) =

∑

16k<m′
16k′<m

∆1,1f±

(
k

m
,
k′

m

)
· kk′

и

G
(1,1)
± (m) =

∑

16k<m′
16k′<m

∣∣∣∣∆1,1 f±

(
k

m
,
k′

m

)∣∣∣∣ .

Легко проверить,что преобразование Абеля по двум переменным,
примененное к сумме

∑

16n6m′
16n′6m

f±

(
n

m
,
n′

m

)
· b(n, n′)

с b(n, n′) = 1, приводит к равенству

S±(m) =
∑

16n6m′
16n′6m

f±

(
n

m
,
n′

m

)
=

= D
(0,0)
± (m)−D(0,1)

± (m)−D(1,0)
± (m) +D

(1,1)
± (m).

Поэтому для любого ε > 0

W±(m) =
ϕ(m)
m2 S±(m) +Oε

(
G±(m) ·m 1

2 +ε
)
, (3.2)

где

G±(m) = G
(0,0)
± (m) +G

(0,1)
± (m) +G

(1,0)
± (m) +G

(1,1)
± (m).
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Нам понадобятся следующие очевидные

Замечание 10. При фиксированном x обе функции f±(x, . . . )
монотонны по второй переменной y.

Замечание 11. Для фиксированного y обе функции f±(. . . , y)
непрерывны по первой переменной на отрезке [0, α1]. Кроме то-
го, они непрерывно дифференцируемы, за возможным исключением
одной точки, и равномерно по (x, y)

∆1,0 f±

(
k

m
,
k′

m

)
� 1

m
.

Лемма 6. Для любого натурального m > 2, G±(m)� 1.

Доказательство. Нам достаточно показать, что при 0 6 i, j 6 1

G
(i,j)
± (m)� 1.

При i = j = 0, G
(0,0)
± (m) = 1 и нужное неравенство выполнено.

Принимая во внимание замечание 10, при i = 1 и j = 0 находим

G
(1,0)
± (m) = −

∑

16k′<m
∆0,1 f±

(
m′

m
,
k′

m

)
=

= f±

(
m′

m
,

1
m

)
− f±

(
m′

m
,
m

m

)
� 1.

Опираясь на замечание 11, при i = 0 и j = 1 получаем

G
(0,1)
± (m)�

∑

16k<m′

1
m
� 1.

Осталось разобрать самый сложный случай с i = j = 1.
Заметим, что на прямоугольнике [0,m′/m]× [0, 1]

∂2g±
∂x∂y

(x, y) =
{
g′′±(x, y), еá«Υ s±(x, y) < ±(u± − v);
0, еá«Υ s±(x, y) > ±(u± − v),
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где

g′′±(x, y) =
x

mhy2(1 + x2)2

(
2− (1± v)mh

√
1 + x2

)
.

Пусть α± — положительные корни уравнений

2− (1± v)mh
√

1 + x2 = 0

относительно x.

Предположим, что mα± > m′.
Для этого случая в рассматриваемом прямоугольнике, за исключе-
нием точек кривых

s±(x, y) = ±(u± − v), (3.3)

смешанная производная функции g± неотрицательна. Следователь-
но,

∆1,1 f±

(
k

m
,
k′

m

)
> 0

во всех точках
(
k

m
,
k′

m

)
с 1 6 k < m′ и 1 6 k′ < m,

за исключением, быть может, тех, для которых кривые из (3.3) пе-
ресекают квадрат

[
k

m
,
k + 1
m

]
×
[
k′

m
,
k′ + 1
m

]
.

Количество последних есть O(m) и для них, в соответствии с заме-
чанием 11,

∣∣∣∣∆1,1 f±

(
k

m
,
k′

m

)∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∆1,0 f±

(
k

m
,
k′

m

)∣∣∣∣+

+
∣∣∣∣∆1,0 f±

(
k

m
,
k′ + 1
m

)∣∣∣∣�
1
m
.
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Поэтому

G
(1,1)
± (m) =

∑

16k<m′
16k′<m

∆1,1 f±

(
k

m
,
k′

m

)
=

=
m′−1∑

k=1

(
∆1,0 f±

(
k

m
,
m

m

)
−∆1,0 f±

(
k

m
,

1
m

))
=

= f±

(
m′

m
,
m

m

)
− f±

(
1
m
,
m

m

)
− f±

(
m′

m
,

1
m

)
+ f±

(
1
m
,

1
m

)
� 1.

Предположим теперь, что mα± < m′.
Обозначим через l± наибольшие целые, не превосходящие mα±,

и разобьем сумму G(1,1)
± (m) на три:

G′±, G′′±, G′′′± .

К первой отнесем слагаемые с 0 < k′ < l±, ко второй с k′ = l±, к
третьей с l± < k′ < m′. Суммы G′± и G′′′± оцениваются точно по
такой же схеме, как и в предыдущем варианте с mα± > m′, посколь-
ку в первом случае смешанная производная неотрицательна везде, а
во втором неположительна (за исключением точек на кривой (3.3)).
Кроме того, с учетом замечания 10

G′′± =
∑

16k′<m

∣∣∣∣∆1,1 f±

(
l±
m
,
k′

m

)∣∣∣∣ 6

6
∑

16k′<m

∣∣∣∣∆0,1 f±

(
l±
m
,
k′

m

)∣∣∣∣+
∣∣∣∣∆0,1 f±

(
1 + l±
m

,
k′

m

)∣∣∣∣ =

= f±

(
l±
m
,

1
m

)
− f±

(
l±
m
,
m

m

)
+

+f±

(
1 + l±
m

,
1
m

)
− f±

(
1 + l±
m

,
m

m

)
� 1.

Лемма 6 полностью доказана.
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§ 4. Выделение главного члена.

Пусть F (x) произвольная фиксированная кусочно дифференциру-
емая на отрезке [x0, x1] функция с ограниченной производной. Хоро-
шо известно, что для x0 6 y0 < y1 6 x1

∑

y06 k
N6y2

F

(
k

N

)
= N ·

y1∫

y0

F (x)dx+O(1). (4.1)

Дважды применяя это асимптотическое равенство и принимая во
внимание замечания 10 и 11, получим

S±(m) =
∑

16n′6m


m

α1∫

0

f±

(
x,
n′

m

)
dx+O(1)


 =

= m2

α1∫

0

1∫

0

f±(x, y)dxdy +O(m).

Применяя леммы 5 и 6, а также асимптотическое равенство (3.2),
находим, что для любого ε > 0

Φv(h) = h ·
α0∫

0

1∫

0

(Q+(x, y) +Q−(x, y))
dxdy√
1 + x2

+

+Oc,ε
(
h

1
2−ε
)
,

где

Q±(x, y) =
∑

mh
√

1+x26r0

ϕ(m)
m

Θ±
(
y,mh

√
1 + x2

)

с

Θ+(y, r) =

= χ[0,r]

(
1

1 + v(1− 2y)

)(
2v + min

{
u+ − v, 1

y

(
1
r
− (1 + v)

)})
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и

Θ−(y, r) =

= χ[0,r]

(
1

1− v(1− 2y)

)(
−2v + min

{
v − u−, 1

y

(
1
r
− (1− v)

)})
.

Так как
ϕ(m)
m

=
∑

d\m

µ(d)
d

=
∑

dn=m

µ(d)
d

,

то

Q±(x, y) =
∑

dh
√

1+x26r0

µ(d)
d

∑

ndh
√

1+x26r0

Θ±
(
y, ndh

√
1 + x2

)
.

Поскольку

ndh
√

1 + x2 6 r0 6
1

1− c ,

а функция Θ±(y, r) ограничена и монотонна по r, то заменяя вну-
треннюю сумму по n интегралом, получим

Q±(x, y) =

=
∑

dh
√

1+x26r0

µ(d)
d


 1
dh
√

1 + x2

r0∫

0

Θ±(y, r)dr +Oc(1)


 =

=
1

h
√

1 + x2
·

 ∑

dh
√

1+x26r0

µ(d)
d2






r0∫

0

Θ±(y, r)dr


+

+Oc
(
log(h−1)

)
.

Так как ∑

dh
√

1+x26r0

µ(d)
d2 =

∞∑

d=1

µ(d)
d2 +Oc(h−1) =

=
1
ζ(2)

+Oc(h−1) =
6
π2 +Oc(h−1),
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то

Q±(x, y) =
6

π2h
√

1 + x2

r0∫

0

Θ±(y, r)dr +Oc
(
log(h−1)

)
.

Принимая во внимание равенство

α0∫

0

dx

1 + x2 =

ϕ0∫

0

dϕ,

в итоге находим

Φv(h) =
6
π2 (K+(u+) +K−(u−))

ϕ0∫

0

dϕ+Oc,ε

(
h

1
2−ε
)
,

где

K±(u±) =

1∫

0

r0∫

0

Θ±(y, r)dydr.

Положим
τ =

1
r
− (1 + v).

Поскольку равенство

χ[0,r]

(
1

1 + v(1− 2y)

)
= 1

эквивалентно неравенству

τ

y
=

1
y

(
1
r
− (1 + v)

)
> −rv,

которое следует из условия

τ

y
> u+ − v,
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то для u+ > v

∂K+

∂u+
(u+) =





1, если τ > 0;
τ

v−u+
, если u+ − v < τ 6 0;

0, если τ 6 u+ − v.

В результате для u+ + v > 0 находим

6
π2 ·

∂K+

∂u+
(u+) = ρ(r, u+, v).

Принимая во внимание равенство ∂K+(u+) = 0, при u+ = −v в итоге
получаем

6
π2 · ∂K+(u+) =

r0∫

0

u+∫

−v
ρ(r, u, v)drdu.

Точно так же доказывается еще одно равенство

6
π2 · ∂K−(u−) =

r0∫

0

−v∫

u−

ρ(r, u, v)drdu.

Таким образом,

Φv(h) =

ϕ0∫

0

r0∫

0

u+∫

u−

ρ(r, u, v)dϕdrdϕ+Oc,ε

(
h

1
2−ε
)
.

Сформулированная во введении теорема полностью доказана.
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