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Ê òåîðåìå Âîðîíîãî î öèëèíäðè÷åñêèõ ìèíèìóìàõ

òðåõìåðíûõ ðåøåòîê

Àëãîðèòì Âîðîíîãî äëÿ ïîèñêà åäèíèö â êîìïëåêñíûõ êóáè÷åñêèõ ïîëÿõ îñíîâàí íà
ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ òðåõìåðíûõ ðåøåòîê. Êëþ÷åâóþ ðîëü â àëãîðèòìå èãðàåò
òåîðåìà Âîðîíîãî î öèëèíäðè÷åñêèõ ìèíèìóìàõ ðåøåòîê îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Â îðè-
ãèíàëüíîì äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Âîðîíîãî è åå ïåðåèçëîæåíèè, äàííîì Äåëîíå è
Ôàääååâûì, ÷àñòü ñîäåðæàòåëüíûõ ñëó÷àåâ íå áûëà ðàçîáðàíà. Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå
äàåòñÿ ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âîðîíîãî. Êðîìå òîãî, òåîðåìà ðàñïðîñòðàíÿåò-
ñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ðåøåòîê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåøåòêà, àëãîðèòì Âîðîíîãî.

Ââåäåíèå

Â 1896 ãîäó Ã.Ô. Âîðîíîé çàùèòèë äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ [1] ¾Îá îäíîì îáîáùåíèè
àëãîðèòìà íåïðåðûâíûõ äðîáåé¿, â êîòîðîé ïîñòðîèë àëãîðèòìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñíîâíûõ
åäèíèö îáùåãî êóáè÷åñêîãî ïîëÿ êàê äëÿ ñëó÷àÿ îòðèöàòåëüíîãî, òàê è äëÿ ñëó÷àÿ ïîëî-
æèòåëüíîãî äèñêðèìèíàíòà. Ñóùåñòâîâàâøèå äî ýòîãî îáîáùåíèÿ àëãîðèòìà íåïðåðûâíûõ
äðîáåé (ïðèíàäëåæàâøèå Ýéëåðó, ßêîáè, Ãóðâèöó, Ïóàíêàðå, Äèðèõëå, Ýðìèòó) íå ðåøàëè
ïîäîáíûõ çàäà÷ ïîëíîñòüþ. Â êíèãå [3], ãäå ïîäðîáíî ðàññêàçûâàåòñÿ î äèññåðòàöèè Âîðî-
íîãî, Á.Í. Äåëîíå ïèøåò: ¾Âîðîíîé âõîäèò âî âñå ïîäðîáíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ âîïðîñîâ
è äîáèâàåòñÿ íàèáîëåå ñîâåðøåííîãî èõ ðåøåíèÿ â ñìûñëå âû÷èñëèòåëüíîì, ïðè÷åì âî âòî-
ðîé ðàáîòå (äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè, ïðèì. À.Ó.) îí äàåò çàìå÷àòåëüíûå ãåîìåòðè÷åñêèå
òåîðåìû î ðåøåòêàõ¿.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îäíîé èç òåîðåì Âîðîíîãî, à èìåííî òåîðåìå î öèëèíäðè-
÷åñêèõ ìèíèìóìàõ òðåõìåðíûõ ðåøåòîê, íà êîòîðîé îñíîâàí àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñ-
íîâíûõ åäèíèö êóáè÷åñêîãî ïîëÿ îòðèöàòåëüíîãî äèñêðèìèíàíòà. Íàðÿäó ñ îðèãèíàëüíûì
àëãåáðàè÷åñêèì äîêàçàòåëüñòâîì ýòîé âàæíîé òåîðåìû (ñì. [1]) ñóùåñòâóåò åãî íàãëÿäíûé
ãåîìåòðè÷åñêèé âàðèàíò (ñì. [3]). ¾. . . Âîðîíîé, íåñîìíåííî, óæå â ýòîé äèññåðòàöèè ìûñ-
ëèë è íàõîäèë ñâîè ðåçóëüòàòû ãåîìåòðè÷åñêè. Íî â òî âðåìÿ ãåîìåòðèÿ áûëà â Ïåòåðáóðãå,
îñîáåííî â âîïðîñàõ òåîðèè ÷èñåë, íå â ôàâîðå. Ìàðêîâ, êîòîðûé áûë ãëàâíûì îïïîíåíòîì
Âîðîíîãî, íå ïðîïóñòèë áû â òî âðåìÿ äèññåðòàöèè ïî òåîðèè ÷èñåë, ïîëüçóþùåéñÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì. . . Âîðîíîìó ïðèõîäèëîñü ïîýòîìó äóìàòü ãåîìåòðè÷åñêè, à çàòåì
ïåðåïèñûâàòü âñå íà ÷èñòî àðèôìåòè÷åñêèé ÿçûê, íå îñòàâëÿÿ íèêàêèõ ñëåäîâ ãåîìåòðèè,
÷òî êîíå÷íî, âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü¿ (ñì. [3, ñòð. 213]). Îáà äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäÿò ê
çíà÷èòåëüíîìó ïåðåáîðó. Ïðè÷èíîé äëÿ èõ ïåðåñìîòðà ñòàëî òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îäèí

1Õàáàðîâñêîå îòäåëåíèå Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÄÂÎ ÐÀÍ, 680000, ã. Õàáàðîâñê,
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ñëó÷àé (ïî-âèäèìîìó ñàìûé ñëîæíûé è òðåáóþùèé äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé) â îáî-
èõ äîêàçàòåëüñòâàõ îïóùåí (ñì. ïîñëåäíþþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2, ïîñâÿùåííóþ
èññëåäîâàíèþ òî÷êè K). Êðîìå òîãî, â [1] è [3] òåîðåìà Âîðîíîãî äîêàçûâàëàñü òîëüêî äëÿ
ðåøåòîê îáùåãî ïîëîæåíèÿ, îäíàêî îíà îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìîé è ïðè èçó÷åíèè òðåõìåð-
íûõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåòîê (ñì. [4]). Â ïðåäëàãàåìîé ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò
Âîðîíîãî îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðåøåòîê. Ïî ñðàâíåíèþ ñ äîêàçàòåëü-
ñòâàìè èç [1] è [3] êîëè÷åñòâî ïåðåáèðàåìûõ ñëó÷àåâ óìåíüøåíî è êàæäûé èç íèõ ðàçîáðàí
ïîäðîáíî.

Àâòîð áëàãîäàðèò À.À. Èëëàðèîíîâà çà óêàçàíèÿ íà íåäî÷åòû â ïåðâîíà÷àëüíîé âåðñèè
ñòàòüè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Áóäåì ñëåäîâàòü îïðåäåëåíèÿì è îáîçíà÷åíèÿì èç ðàáîòû [3]. Ïóñòü â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå Oxyz èìååòñÿ ïîëíàÿ ðåøåòêà Λ è M 6= 0 åñòü ïðèìèòèâíàÿ òî÷êà ðåøåòêè Λ
(îòðåçîê OM íå ñîäåðæèò òî÷åê ðåøåòêè, îòëè÷íûõ îò åãî êîíöîâ), ëåæàùàÿ âûøå ïëîñ-
êîñòè Oxy. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè M íà ïëîñêîñòü Oxy
ëåæèò íà îñè Ox è èìååò ïîëîæèòåëüíóþ àáñöèññó. Âñå òî÷êè ðåøåòêè ëåæàò íà ïðÿìûõ,
ïàðàëëåëüíûõ OM (ïàðàëëåëÿõ), ïðè÷åì íà êàæäîé ïàðàëëåëè ñîñåäíèå òî÷êè ðåøåòêè
ëåæàò íà ðàññòîÿíèè OM äðóã îò äðóãà. Ïàðàëëåëè ïåðåñåêàþò ïëîñêîñòü Oxy â òî÷êàõ
íåêîòîðîé äâóìåðíîé ðåøåòêè S. Òî÷êó ðåøåòêè S áóäåì íàçûâàòü îñíîâàíèåì ñîîòâåòñòâó-
þùåé ïàðàëëåëè. Îòðåçîê ïàðàëëåëè îò îñíîâàíèÿ äî ïåðâîé (ëåæàùåé íå íèæå ïëîñêîñòè
Oxy) òî÷êè ðåøåòêè Λ áóäåì íàçûâàòü ãâîçäèêîì, à ïåðâóþ òî÷êó ðåøåòêè � øàïî÷êîé

ýòîãî ãâîçäèêà. Îñíîâàíèå ïàðàëëåëè áóäåì òàêæå íàçûâàòü îñíîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî
ãâîçäèêà.

z

y

x

M

Ðèñ. 1

Çàìå÷àíèå 1. Â ðàáîòå [3] ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî Λ � ðåøåòêà îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ò. å.
÷òî ó Λ íà îñè Oz è íà ïëîñêîñòè Oxy íåò òî÷åê, îòëè÷íûõ îò O, è, êðîìå òîãî, â ðåøåòêå
Λ íåò òî÷åê ñ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ρ =

√
x2 + y2 (êðîìå òî÷åê, ñèììåòðè÷íûõ

äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò). Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ ñïðàâåäëèâû â ðàìêàõ
çàäà÷è î ïîñòðîåíèè îñíîâíûõ åäèíèö êóáè÷åñêîãî ïîëÿ îòðèöàòåëüíîãî äèñêðèìèíàíòà.
Ìû íå íàêëàäûâàåì íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ðåøåòêó Λ. Â ÷àñòíîñòè, ãâîçäèêè ìîãóò
èìåòü íóëåâóþ äëèíó.
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Íà ðåøåòêå S îïðåäåëèì ïåðâûé øåñòèóãîëüíèê Çåëëèíãà, êàê øåñòèóãîëüíèê, ñîñòàâ-
ëåííûé èç 6 îñòðîóãîëüíûõ (èëè ïðÿìîóãîëüíûõ) ïðèìèòèâíûõ òðåóãîëüíèêîâ ðåøåòêè Λ,
ñõîäÿùèõñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò (âòîðîé, òðåòèé è ò. ä. ïîëó÷àþòñÿ èç ïåðâîãî ñ ïîìîùüþ
ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è êîýôôèöèåíòàìè 2, 3, . . . ñîîòâåòñòâåííî). Îïðå-
äåëèì îñíîâíîé îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê (ïðèâåäåííûé òðåóãîëüíèê Çåëëèíãà) êàê òîò
èç 6 òðåóãîëüíèêîâ, ñõîäÿùèõñÿ â O, êîòîðûé îõâàòûâàåò îòðèöàòåëüíîå íàïðàâëåíèå îñè
Ox.

Ñóùåñòâóþò äâà ñëó÷àÿ (áóäåì íàçûâàòü èõ âûðîæäåííûìè), êîãäà âîçíèêàåò íåîäíî-
çíà÷íîñòü â âûáîðå îñíîâíîãî òðåóãîëüíèêà. Òàê áûâàåò â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêè
èëè åñëè íå ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêà, îõâàòûâàþùåãî îòðèöàòåëüíîå íàïðàâëåíèå îñè Ox
(òî åñòü äâà òðåóãîëüíèêà ïðèìûêàþò ê îñè Ox). Äîãîâîðèìñÿ, ÷òî èç âîçìîæíûõ òðå-
óãîëüíèêîâ áóäåò âûáèðàòüñÿ òîò, ó êîòîðîãî ñòîðîíà, íàõîäÿùàÿñÿ íàïðîòèâ âåðøèíû O,
ÿâëÿåòñÿ áîëåå êîðîòêîé (ñì. ðèñ. 11 è 13). Åñëè è ýòî óñëîâèå íå îïðåäåëÿåò îñíîâíîé
òðåóãîëüíèê îäíîçíà÷íî, òî áóäåì âûáèðàòü ëþáîé èç äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óêàçàííûì óñëîâèÿì. Â äàëüíåéøåì îêàæåòñÿ, ÷òî òåîðåìà Âîðîíîãî â âûðîæäåííûõ
ñëó÷àÿõ âåðíà íåçàâèñèìî îò âûáîðà îñíîâíîãî òðåóãîëüíèêà (ñì. çàìå÷àíèå 3).

Ïóñòü âåðøèíû âûáðàííîãî òðåóãîëüíèêà ñóòü òî÷êè O, A è B. Áóäåì íàçûâàòü òî÷-

êàìè Âîðîíîãî óçëû A(1, 0), B(0, 1), C(−1, 1), D(−1, 0), E(0,−1), F (1,−1) è N(1, 1) (çäåñü

êîîðäèíàòû äàíû â áàçèñå (
−→
OA,
−−→
OB)), à øàïî÷êàìè Âîðîíîãî � øàïî÷êè ñåìè ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ãâîçäèêîâ (ñì. ðèñ. 1). Òó èç ñåìè øàïî÷åê Âîðîíîãî, êîòîðàÿ èìååò íàèìåíüøåå
ðàññòîÿíèå ρ äî îñè Oz, áóäåì íàçûâàòü ïðèâåäåííîé øàïî÷êîé Âîðîíîãî.
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Ïðÿìîé êðóãîâîé (çàìêíóòûé) öèëèíäð, îñü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ îñüþ Oz, öåíòð íà-
õîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò O, à îêðóæíîñòü îäíîãî èç îñíîâàíèé ïðîõîäèò ÷åðåç äàííóþ
òî÷êóM , áóäåì íàçûâàòü íîðìåííûì öèëèíäðîì òî÷êèM (ñì. ðèñ. 1). Ýòîò öèëèíäð ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü òî÷åê, ó êîòîðûõ ìîäóëè êîîðäèíàò x+ iy è z íå ïðåâûøàþò
ìîäóëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò òî÷êè M .

Òî÷êà M ðåøåòêè Λ íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûì (öèëèíäðè÷åñêèì) ìèíèìóìîì, åñ-
ëè åå íîðìåííûé öèëèíäð íå ñîäåðæèò äðóãèõ òî÷åê ðåøåòêè, îòëè÷íûõ îò O è òî÷åê íà
ãðàíèöàõ îñíîâàíèé. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òî÷êà M � îòíîñèòåëüíûé
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ìèíèìóì, íå ëåæàùèé íà ïëîñêîñòè Oxy. Åñëè óâåëè÷èâàòü ðàäèóñ íîðìåííîãî öèëèíäðà
òî÷êè M è íå ìåíÿòü åãî âûñîòû, òî áîêîâàÿ òî áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü íàòêíåòñÿ íà íåêî-
òîðóþ òî÷êó ðåøåòêè Λ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñîñåäíèì ñ M îòíîñèòåëüíûì ìèíèìóìîì â
ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ ïàðàìåòðà ρ. Àíàëîãè÷íî, åñëè M íå ëåæèò íà îñè Oz, îïðåäåëÿåòñÿ
ñîñåäíèé ñ M ìèíèìóì â ñòîðîíó óáûâàíèÿ ρ (öèëèíäð âûòÿãèâàåòñÿ ââåðõ).

Àëãîðèòì Âîðîíîãî äëÿ îòûñêàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ ìèíèìóìîâ ðå-
øåòêè Λ îñíîâàí íà ñëåäóþùåé òåîðåìå (ñì. [3, ñòð. 211]).

Òåîðåìà 1. Åñëè ïðèâåäåííàÿ øàïî÷êà Âîðîíîãî M̃ , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðèìèòèâíîé

òî÷êå M ðåøåòêè Λ, ëåæèò âíå íîðìåííîãî öèëèíäðà òî÷êè M , òî M åñòü îòíîñè-

òåëüíûé ìèíèìóì ðåøåòêè è M̃ åñòü ñîñåäíèé â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ ρ îòíîñèòåëüíûé
ìèíèìóì. Åñëè æå M̃ ëåæèò â íîðìåííîì öèëèíäðå òî÷êè M , òî M � íå îòíîñèòåëü-

íûé ìèíèìóì, è íàéäåíà òî÷êà M̃ , ëåæàùàÿ âíóòðè íîðìåííîãî öèëèíäðà òî÷êè M .

Ïóñòü r � ðàäèóñ íîðìåííîãî öèëèíäðà òî÷êè M , Tr � ñàì öèëèíäð, R ≥ r è TR �
öèëèíäð, ïîëó÷åííûé èç Tr óâåëè÷åíèåì ðàäèóñà îñíîâàíèÿ äî R. Òåîðåìà Âîðîíîãî áóäåò
äîêàçàíà â ñëåäóþùåé (ýêâèâàëåíòíîé) ôîðìóëèðîâêå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü öèëèíäð TR íå ñîäåðæèò øàïî÷åê Âîðîíîãî. Òîãäà îí íå ñîäåð-

æèò è äðóãèõ òî÷åê ðåøåòêè Λ, îòëè÷íûõ îò íà÷àëà êîîðäèíàò, è òî÷åê, ëåæàùèõ íà

ãðàíèöàõ îñíîâàíèé Tr.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè òåîðåì 1 è 2 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà

ïðèâåäåííàÿ øàïî÷êà ëåæèò âíå öèëèíäðà Tr è â êà÷åñòâå R âçÿòü ðàññòîÿíèå îò ïðèâå-
äåííîé øàïî÷êè Âîðîíîãî äî îñè Oz.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òåîðåìû 1 è 2 âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðåøåòîê, à íå òîëüêî
äëÿ ðåøåòîê îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ñíà÷àëà òåîðåìà 2 áóäåò äîêàçàíà â ðàìêàõ ïðåäïîëîæå-
íèé, ñäåëàííûõ äëÿ âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ. Çàòåì áóäåò îáúÿñíåíî ïî÷åìó òåîðåìà îñòàåòñÿ
ñïðàâåäëèâîé, åñëè íåîïðåäåëåííîñòè ðàçðåøàþòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

2. Âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ è óòâåðæäåíèÿ

Äëÿ âñÿêîé òî÷êè A ðåøåòêè S ÷åðåç A áóäåì îáîçíà÷àòü øàïî÷êó ãâîçäèêà ñ îñíîâàíè-
åì A, à ÷åðåç A′ � îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ A íà ïëîñêîñòü Oxy. Ìíîæåñòâî ïðîåêöèé âñåõ
øàïî÷åê îáîçíà÷èì ÷åðåç S′. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü Oxy
òî÷êà M ïðîåöèðóåòñÿ â òî÷êó (r, 0) (r > 0). Ïîýòîìó âñå âåêòîðû âèäà AA′ íàïðàâëåíû
âäîëü ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè Ox è èìåþò äëèíó ñòðîãî ìåíüøóþ, ÷åì r.

Çàìå÷àíèå 2. Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà S′ ñëåäóåò, ÷òî âäîëü êàæäîé ïðÿìîé, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè ðåøåòêè S, äëèíû ïðîåêöèé ãâîçäèêîâ (äëèíû îòðåçêîâ âèäà AA′)
ïî ìîäóëþ r îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ ïðÿìûõ ôèêñèðî-
âàííîãî íàïðàâëåíèÿ ðàçíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé áóäóò ðàâíû
äðóã äðóãó.

×åðåç a îáîçíà÷èì äëèíó êðàò÷àéøåãî âåêòîðà ðåøåòêè S, à ÷åðåç h � íàèìåíüøóþ
âûñîòó â ïðèâåäåííîì òðåóãîëüíèêå Çåëëèíãà.

Ëåììà. Ïóñòü ïðèâåäåííàÿ øàïî÷êà Âîðîíîãî íå ëåæèò â öèëèíäðå TR. Òîãäà ñïðà-

âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Îáëàñòü (ñì. ðèñ. 3)

Z =
{

(x, y) : x2 + y2 6 R2, |y| 6
√
R2 − r2

4

}
íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ óçëîâ ðåøåòêè S.

2) Äëèíà êðàò÷àéøåãî âåêòîðà ðåøåòêè S óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó a >
√
R2 − r2

4 .
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3) Ïî êðàéíåé ìåðå äâå ñòîðîíû îñíîâíîãî òðåóãîëüíèêà Çåëëèíãà íå ìåíüøå R.

4) Åñëè øàïî÷êà íåêîòîðîãî ãâîçäèêà ïîïàäàåò â öèëèíäð TR, òî îñíîâàíèå ýòîãî ãâîç-
äèêà äîëæíî ëåæàòü â îáëàñòè (ñì. ðèñ. 4)

Ω =
{

(x, y) /∈ Z : x2 + y2 6 R2 ∨ (x+ r)2 + y2 < R2 ∨ (x, y) ∈ (−r, 0]× [−R,R]
}
.

OR

Z

Z1

r

Z2

r

OO1

Ω Z

Ðèñ. 4Ðèñ. 3

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû äîñòàòî÷íî ïðîâå-
ðèòü òîëüêî äëÿ òî÷åê ïåðâîãî øåñòèóãîëüíèêà Çåëëèíãà.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ëåì-
ìû. (Êðàò÷àéøèé âåêòîð ðåøåòêè � ýòî ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî îäíîé èç âåð-
øèí ïåðâîãî øåñòèóãîëüíèêà, à âñå òî÷êè çà ïðåäåëàìè îáëàñòè Z ëåæàò íà ðàññòîÿíèè

áîëüøåì ÷åì
√
R2 − r2

4 îò íà÷àëà êîîðäèíàò.) Òîãäà âñå òî÷êè âòîðîãî øåñòèóãîëüíèêà

Çåëëèíãà (è øåñòèóãîëüíèêîâ ñ á�îëüøèìè íîìåðàìè) áóäóò ëåæàòü íå áëèæå, ÷åì íà ðàñ-

ñòîÿíèè
√

2a >
√

3
2R > R îò íà÷àëà êîîðäèíàò, à çíà÷èò, íå ñìîãóò ïðèíàäëåæàòü Z.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2, äëÿ âñÿêîãî óçëà A = (x, y) ðåøåòêè S òî÷êè (±A)′ èìåþò âèä
A′ = (x+θ1r, y), (−A)′ = (−x+θ2r,−y), ãäå 0 6 θ1, θ2 < 1, θ1+θ2 ≡ 0 (mod 1). Ñóììà ïåðâûõ
êîîðäèíàò òî÷åê (±A)′ ðàâíà 0 èëè r. Çíà÷èò, îäíà èç ýòèõ êîîðäèíàò íå ïðåâîñõîäèò r/2.
Ïîýòîìó åñëè ±A ∈ Z, òî îäíà èç òî÷åê (±A)′ (à èìåííî òî÷êà ñ íàèìåíüøåé àáñöèññîé)
òàêæå áóäåò ëåæàòü â Z, ÷òî ïðèâåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïðåäïîëîæåíèåì ëåììû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâå ñòîðîíû îñ-
íîâíîãî òðåóãîëüíèêà Çåëëèíãà OAB ìåíüøå R. Òîãäà îäíà èç ñòîðîí OA, OB ìåíüøå R.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî OA < R. Çíà÷èò, òî÷êà A ëåæèò â ñåãìåíòå
(ñì. ðèñ. 3)

Z1 =

{
(x, y) : x2 + y2 < R2, y >

√
R2 − r2

4

}
.

Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî AB ≥ R è OB ≥ R, ïîñêîëüêó òî÷êà B ëåæèò íå âûøå îñè Ox,
íàõîäèòñÿ âíå Z è òðåóãîëüíèê OAB íå òóïîóãîëüíûé.

×åòâåðòîå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îñíîâàíèå ãâîçäèêà íå ìîæåò ëåæàòü
â Z, íî äîëæíî ïîïàñòü â êðóã

{
(x, y) : x2 + y2 6 R2

}
ïîñëå ñäâèãà íà âåêòîð (rθ, 0)

(0 6 θ < 1).

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âîðîíîãî

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû, íè îäíà èç øàïî÷åê Âîðîíîãî íå ëåæèò â öèëèíäðå TR.
Çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå ëåììû è ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå åå óòâåðæäåíèÿ.
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Òàê êàê R ≥ r, òî èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî a > R
√

3/2. Â îöåíêàõ
òàêæå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî äëèíà h êðàò÷àéøåé âûñîòû â îñíîâíîì òðåóãîëüíèêå
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó h ≥ a/

√
2.

Ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïåðèìåòðà ÷åòâåðòîãî øåñòèóãîëüíèêà Çåëëèíãà
(è øåñòèóãîëüíèêà ñ á�îëüøèìè íîìåðàìè) íå ìåíüøå 4h > 2

√
2a > 2R. Ïîýòîìó òî÷êè

âñåõ øåñòèóãîëüíèêîâ, íà÷èíàÿ ñ ÷åòâåðòîãî, íå ìîãóò ëåæàòü â îáëàñòè Ω. Òàê æå ìîæíî
èñêëþ÷èòü è òî÷êè òðåòüåãî øåñòèóãîëüíèêà: ðàññòîÿíèå äî âåðøèí íå ìåíüøå 3a > 2R, à
ðàññòîÿíèÿ äî òî÷åê íà ñòîðîíàõ øåñòèóãîëüíèêà íå ìåíüøå

√
R2 + 4a2 > 2R (äîñòàòî÷íî

ïðèìåíèòü òåîðåìó êîñèíóñîâ â 4AOP è âîñïîëüçîâàòüñÿ òðåòüèì óòâåðæäåíèåì ëåììû).
Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü òî÷êè íà âòîðîì øåñòèóãîëüíèêå Çåëëèíãà. Èç-çà ñèììåòðè÷íî-

ñòè ñèòóàöèè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òî÷êè G, H, I, J , K, L. Òî÷êè G è H (ñì. ðèñ. 2)
ìîãóò ëåæàòü òîëüêî â ïåðâîé è ÷åòâåðòîé êîîðäèíàòíûõ ÷åòâåðòÿõ. Ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà
êîîðäèíàò äî ýòèõ òî÷åê íå ìåíüøå 2h >

√
2a > R, çíà÷èò, îíè íå ìîãóò ëåæàòü â Ω. Àíàëî-

ãè÷íî èñêëþ÷àþòñÿ òî÷êè I, J , åñëè îíè íàõîäÿòñÿ â ïåðâîé êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè. Åñëè
æå îíè ïîïàäàþò âî âòîðóþ êîîðäèíàòíóþ ÷åòâåðòü, òî, ðàññìàòðèâàÿ 4OJL, ïîëó÷àåì,
÷òî îðäèíàòà òî÷êè J íå ìåíüøå âûñîòû, îïóùåííîé íà ñòîðîíó OL (ñì. ðèñ. 5), ò. å. íå
ìåíüøå 2h >

√
2a > R; ðàññìàòðèâàÿ 4IBE, ïîëó÷àåì, ÷òî îðäèíàòà òî÷êè I òàêæå íå

ìåíüøå âûñîòû, îïóùåííîé èç òî÷êè I (ñì. ðèñ. 6), ò. å. íå ìåíüøå 2h >
√

2a > R. Ñëåäî-
âàòåëüíî, íàõîäÿñü âî âòîðîé êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè, òî÷êè I, J òîæå íå ìîãóò ëåæàòü â
Ω.

O O

J I

L
B

E

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Ðàññìîòðèì òî÷êó L. Åñëè BO > R, òî LO > 2R, è L /∈ Ω. Åñëè æå BO < R, òî B ∈ Z1,

è îðäèíàòà òî÷êè B íå ìåíüøå
√
3
2 R. Ñëåäîâàòåëüíî îðäèíàòà òî÷êè L íå ìåíüøå

√
3R > R,

è ñíîâà ïîëó÷àåì, ÷òî L /∈ Ω.
Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü òî÷êó K. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K ∈ TR, è ïîêàæåì, ÷òî îäíà èç

øàïî÷åê Âîðîíîãî òàêæå áóäåò îáëàäàòü ýòèì ñâîéñòâîì. Çàìåòèì, ÷òî â 4AOB òîëüêî
ñòîðîíà AB ìîæåò áûòü ìåíüøå R. Äåéñòâèòåëüíî, K ∈ Ω, çíà÷èò B /∈ Z1 (B � ñåðåäèíà
AK, à òî÷êà A ëåæèò íå âûøå îñè Ox). Êðîìå òîãî, A /∈ Z2 (Z2 � îáëàñòü, ñèììåòðè÷íàÿ Z1

îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, ñì. ðèñ. 3), ò. ê. îáëàñòü, ñèììåòðè÷íàÿ Z2 îòíîñèòåëüíî
O1, íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ Ω. Ïîýòîìó, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî A ∈ Z2, òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî
òî÷êà K (ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå A îòíîñèòåëüíî òî÷êè B) íå ëåæèò â Ω.

O O

C C
K

K

B

BO1 O1

Ðèñ. 7 Ðèñ. 8
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Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî AB > R. Òîãäà ïàðàëëåëîãðàìì OBKC ñîñòàâëåí èç äâóõ
òðåóãîëüíèêîâ, âñå ñòîðîíû êîòîðûõ íå ìåíüøå R, ò. å. OK >

√
2R. Ðàññòîÿíèå O1K íå

óâåëè÷èòñÿ, åñëè ïàðàëëåëîãðàìì ïîâåðíóòü òàê, ÷òîáû òî÷êà B ïîïàëà íà îñü Ox (ñì.
ðèñ. 7�8). À ïîñëå ïîâîðîòà KO1 > KB > R. Èç íåðàâåíñòâ KO1 > R, KO >

√
2R ñëåäóåò,

÷òî K /∈ Ω.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî AB < R. Â ýòîì ñëó÷àå íåëüçÿ îäíîçíà÷íî ïðåäúÿâèòü øà-

ïî÷êó Âîðîíîãî, êîòîðàÿ ëåæàëà áû â TR, íî îäíà èç øàïî÷åê B, F îáÿçàòåëüíî áóäåò
îáëàäàòü ýòèì ñâîéñòâîì. Íåðàâåíñòâî AB < R îçíà÷àåò, ÷òî C ∈ Z1, F ∈ Z2. Ñîãëàñíî
çàìå÷àíèþ 2, âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:

1) BB′ = KK ′ + FF ′; 2) BB′ = KK ′ + FF ′ − r.

Â ïåðâîì ñëó÷àå BB′ > KK ′,
−−→
KB =

−−→
OF ∈ Z2. Îðäèíàòà K

′ íå ìåíüøå îðäèíàòû C, çíà÷èò,

K ′ ∈ Z1. Çàïèñûâàÿ âåêòîð
−−→
OB′ â âèäå

−−→
OB′ =

−−→
OK ′ −

−−→
KK ′ +

−−→
KB +

−−→
BB′ =

−−→
OK ′ +

−−→
KB +

(−−→
BB′ −

−−→
KK ′),

ïîëó÷àåì, ÷òî B′ ëåæèò â îáëàñòè (ìíîæåñòâà ñêëàäûâàþòñÿ ïî Ìèíêîâñêîìó)(
Z1 + Z2 + [0, r)

)
∩
{
y > 0, (x− r)2 + y2 > R2

}
, (1)

ñîäåðæàùåéñÿ â Z, ñëåäîâàòåëüíî B ∈ TR (ñì. ðèñ. 9).

x

y
Z1

Z2

O

Z1+Z2

Ðèñ. 9

Íà ðèñóíêå çàêðàøåíà îáëàñòü Z1 + Z2 è äîïîëíèòåëüíî âûäåëåíà ïîäîáëàñòü, êîòîðàÿ
âûäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè y > 0, (x− r)2 + y2 > R2.

Âî âòîðîì ñëó÷àå
−−→
OB′ =

−−→
OK ′+

−−→
OF−(r, 0). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî F /∈ TR, òî ïîëó÷àåì,

÷òî K ′ ∈ Z1,
−→
F ∈ Z3, ãäå (ñì. ðèñ. 10)

Z3 =
{
x2 + y2 > R, x > 0,−R 6 y < −

√
R2 − r2

4
, (x− r)2 + y2 6 R2 ∨ x 6 r

}
.

Ñëåäîâàòåëüíî, B′ ëåæèò â îáëàñòè(
Z1 + Z3 + [−r, 0]

)
∩
{
y > 0, (x− r)2 + y2 > R2

}
⊂ Ω,

êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ (1). Íà ðèñ. 10 çàêðàøåíû îáëàñòè Z1, Z3, Z1 + Z3. Òàêèì
îáðàçîì, è â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå B ∈ TR.
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x

y

Z1

Z3

Z1+Z3

O

Ðèñ. 10

Çàìå÷àíèå 3. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ øàïî÷êóN ìîæíî íå ðàññìàò-
ðèâàòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðåøåòêà ïðÿìîóãîëüíàÿ, òî, ñîãëàñíî äîãîâîðåííîñòè, îñü Ox
ïåðåñåêàåò îäèí èç êàòåòîâ òðåóãîëüíèêà OAB (ñì. ðèñ. 11). Â íîâîì áàçèñå (ñì. ðèñ. 12)
òî÷êà N = P ′ ëåæèò óæå íà òðåòüåì øåñòèóãîëüíèêå Çåëëèíãà è íå ìîæåò íàõîäèòñÿ â
îáëàñòè Ω.

B

O
N

A

B′

O

P ′

N ′

A′

Ðèñ. 12Ðèñ. 11

Åñëè îñíîâíîé òðåóãîëüíèê îñòðîóãîëüíûé (ñì. ðèñ. 13), òî, ñîãëàñíî äîãîâîðåííîñòè,
êðàò÷àéøåé ñòîðîíîé â òðåóãîëüíèêå OAB áóäåò ëèáî AB ëèáî OA. Çíà÷èò, AO ≥ R (â
ïåðâîì ñëó÷àå ñîãëàñíî òðåòüåìó óòâåðæäåíèþ ëåììû, à âî âòîðîì � ïîñêîëüêó A /∈ Z). Èç
íåðàâåíñòâ NA ≥ R è ON >

√
2R ñëåäóåò, ÷òî N /∈ Ω (ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà ðàññìîòðåííîé

íà ðèñ. 8).
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Òàêèì îáðàçîì â âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ ìíîæåñòâî òî÷åê Âîðîíîãî ìîæíî ñóçèòü äî
âåðøèí ïåðâîãî øåñòèóãîëüíèêà Çåëëèíãà. Åñëè æå ïðèäåðæèâàòüñÿ îñíîâíîé ôîðìóëè-
ðîâêè òåîðåìû Âîðîíîãî, êîãäà ïðèâåäåííàÿ øàïî÷êà âûáèðàåòñÿ èç 7 øàïî÷åê Âîðîíîãî,
òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âûáîð îñíîâíîãî òðåóãîëüíèêà Çåëëèíãà ìîæíî äåëàòü ïðîèçâîëüíî.
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ABSTRACT

Voronoi's algorithm for computing a system of fundamental units of a complex num-
ber �eld is based on a geometric properties of 3-dimensional lattices. This algorithm
is based on Voronoi's theorem about cylindric minima for a lattice in general posi-
tion. In the original proof and it's re�nement published by Delone and Faddeev some
signi�cant cases were skipped. In the present we give a complete proof of Voronoi's
theorem. The result is extended to arbitrary lattices.
Key words: lattice, Voronoi algorithm.
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