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§ 1. Введение

В работе [1] была предложена теоретико-числовая модель спиновых цепочек,
основанная на рядах Фарея (дальнейшие результаты см. в [2, 3, 4]). В этой
модели конечной цепочке из спинов, каждый из которых может быть направлен
вверх “↑” или вниз “↓” ставится в соответствие произведение матриц

A =

(
1 0

1 1

)
, B =

(
1 1

0 1

)
по правилу ↑= A, ↓= B. Например

↑↑↑↓↓↑↑↑↑=↑3↓2↑4= A3B2A4.

Энергией данной конфигурации называется величина

E(↑a1↓a2↑a3 . . .) = log (Tr (Aa1Ba2Aa3 . . .)) .

Пусть G — свободный мультипликативный моноид, порожденный матрицами
A и B. С физической точки зрения представляет интерес асимптотическое
поведение числа конфигураций с фиксированной энергией

Φ(N) =
∣∣{C ∈ G : Tr C = N

}∣∣ (N > 3)

и числа конфигураций, в которых энергия не превосходит заданной величины

Ψ(N) =
∣∣{C ∈ G : 3 6 Tr C 6 N

}∣∣ =
∑

36n6N

Φ(n).
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В работе [1] была высказана гипотеза, утверждающая, что

Φ(N) ∼ N

2
logN, (1.1)

в то же время в [3] была доказана асимптотическая формула

Ψ(N) =
N2 logN

ζ(2)
+O(N2 log logN). (1.2)

Гипотеза (1.1) была опровергнута в работе [4]. Оказалось, что арифметиче-
ская функция Φ(N)(N logN)−1 имеет гладкое предельное распределение. В
статье [5] для величины Ψ(N) была получена двучленная асимптотическая
формула

Ψ(N) = N2(c1 logN + c0) +Oε

(
N

7
4+ε
)
, (1.3)

где

c1 =
1

ζ(2)
, c0 =

1

ζ(2)

(
γ − 3

2
− ζ ′(2)

ζ(2)

)
.

Задачи об асимптотическом поведении функций Φ(N) и Ψ(N) тесно свя-
заны с распределением квадратичных иррациональностей и соответствующих
им замкнутых геодезических на модулярной поверхности (см. [6, 5]). Для при-
веденной квадратичной иррациональности ω (имеющей чисто периодическое
представление в виде цепной дроби) через ρ(ω) будем обозначать длину, ко-
торая определяется как длина соответствующей замкнутой геодезической. В
статье [6] было доказано, что ∑

ρ(ω)<x

1 ∼ ex log 2

2ζ(2)
(1.4)

С помощью соответствия между приведенными квадратичными иррациональ-
ностями и конечными произведениями матриц A и B (см. [3]) в работе [5] была
получена асимптотическая формула с явной оценкой остаточного члена∑

ρ(ω)<x

1 =
ex log 2

2ζ(2)
+Oε

(
e(

7
8+ε)x

)
. (1.5)

В настоящей статье доказывается асимптотическая формула

Ψ(N) = N2(c1 logN + c0) +O(N3/2 log4N), (1.6)

уточняющая равенство (1.3). В качестве следствия промежуточных результа-
тов получается формула, уточняющая (1.5):∑

ρ(ω)<x

1 =
ex log 2

2ζ(2)
+O

(
x4e

3
4x
)
.

Равенство (1.6) является частным случем более общего результата о ста-
тистиках Гаусса — Кузьмина для спиновых цепочек (см. теоремы 1, 2). В
качестве еще одного следствия этого результата получается решение задачи
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Арнольда (см. [7; задача 1993–11]) о статистических свойствах неполных част-
ных квадратичных иррациональностей. Пусть x, y ∈ [0, 1] — действительные
числа и

r(x, y;N) =
∑
ω∈R

ε0(ω)6N

[ω 6 x, −1/ω∗ 6 y].

Здесь R — множество приведенных квадратичных иррациональностей, ε0(ω) —
фундаментальное решение уравнения Пелля

X2 −∆Y 2 = 4,

∆ = B2 − 4AC, где AX2 +BX + C — минимальный многочлен ω, ω∗ — сопря-
женное с ω число, [A] означает 1, если утверждение A истинно, и 0 в противном
случае. Тогда (см. теорему 3)

r(x, y;N) =
log(1 + xy)

2ζ(2)
N2 +O(N3/2 log4N).

То есть статистики Гаусса — Кузьмина для квадратичных иррациональностей
описываются той же функцией распределения log2(1 + xy) и соответствующей
ей плотностью

1

log 2
· 1

(1 + xy)2
,

что и статистики Гаусса — Кузьмина для рациональных и почти всех действи-
тельных чисел.

Доказательства теорем будут основаны на подходе, предложенном в рабо-
те [5].

Автор благодарит рецензента за указания на неточности в первоначальной
версии статьи.

§ 2. Применение оценок сумм Клостермана

Основным инструментом для решения задач, сводящихся к распределению
решений сравнения xy ≡ ±1 (mod q) является следующее утверждение.

Лемма 2.1. Пусть q — натуральное число, 0 6 P1, P2 6 q. Тогда (при
любом выборе знака в символе “±”)

∑
0<x6P1

∑
0<y6P2

δq(xy ± 1) =
ϕ(q)

q2
P1P2 +O(ψ1(q)), (2.1)

где ψ1(q) = σ0(q) log2(q + 1)q1/2.

Доказательство см., например, в [8].
Аналогичным образом может быть доказана асимптотическая формула для

числа решений сравнения xy ≡ ±1 (mod q) под графиком простейшей линей-
ной функции.
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Лемма 2.2. Пусть q — натуральное число, 0 6 P1, P2 6 q, a — целое и
f(x) = a ± x — линейная функция, для которой 0 6 f(P1), f(P2) 6 q. Тогда
для суммы

Sf (P1, P2) =
∑

P1<x6P2

∑
0<y6f(x)

δq(xy ± 1)

при любом выборе знака в символе “±” справедлива асимптотическая формула

Sf (P1, P2) =
ϕ(q)

q2

P2∫
P1

f(x)dx+O(ψ2(q)),

где ψ2(q) = σ0(q) log(q + 1)(σ0(q) + log(q + 1))q1/2.

Доказательство. Будем предполагать, что f(x) = a + x. В случае, когда
f(x) = a− x доказательство проводится аналогично. Разложим функцию

F (x, y) = [P1 < x 6 P2, 0 < y 6 f(x)]

в конечный ряд Фурье

F (x, y) =
∑

−q/2<m,n6q/2

F̂ (m,n)e2πi
mx+ny

q

с коэффициентами Фурье

F̂ (m,n) =
1

q2

q∑
x,y=1

F (x, y)e−2πi
mx+ny

q .

Тогда данная сумма может быть переписана в виде

Sf (P1, P2) =

q∑
x,y=1

F (x, y)δq(xy ± 1) =
∑

−q/2<m,n6q/2

F̂ (m,n)Kq(m,∓n),

где

Kq(m,n) =

q∑
x,y=1

δq(xy − 1)e2πi
mx+ny

q

— суммы Клостермана. Выделяя слагаемое с m = n = 0, получаем равенство

Sf (P1, P2) =
ϕ(q)

q2

P2∫
P1

f(x)dx+O(1) +R, (2.2)

где
R =

∑′

−q/2<m,n6q/2

F̂ (m,n)Kq(m,∓n).

Здесь и далее штрих в суммах означает, что пропускается слагаемое, в котором
все переменные суммирования равны нулю.
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Пользуясь оценкой сумм Клостермана (см. [9])

|Kq(m,n)| 6 σ0(q)(q,m, n)1/2q1/2,

для остатка R получаем неравенства

|R| 6 σ0(q)q1/2
∑′

−q/2<m,n6q/2

F̂ (m,n)(q,m, n)1/2 6 σ0(q)q1/2(R1 +R2 +R3 +R4),

(2.3)
где

R1 =
∑′

−q/2<m6q/2

|F̂ (m, 0)|(m, q), R2 =
∑′

−q/2<n6q/2

|F̂ (0, n)|(n, q),

R3 =
∑′

−q/2<m6q/2

|F̂ (m,−m)|(m, q), R4 =
∑′

−q/2<m6q/2

∑′

−q/2<n6q/2
m+n 6=0,q

|F̂ (m,n)|(n,m, q)1/2.

Оценим коэффициенты Фурье функции F . Если n = 0, то

F̂ (m, 0) =
1

q2

∑
P1<x6P2

(a+ x)e−2πi
mx
q ,

∣∣∣∣∣∣
∑

P1<x6P2

e−2πi
mx
q

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣e−2πi
m(P2−P1)

q − 1

e−2πi
m
q − 1

∣∣∣∣∣ 6 1∣∣∣sin πm
q

∣∣∣ 6 q

|m|
,

∣∣∣∣∣∣
∑

0<x6P

xe−2πi
mx
q

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣Pe−2πi
m(P+1)

q

e−2πi
m
q − 1

− e−2πi
m
q (e−2πi

mP
q − 1)

(e−2πi
m
q − 1)2

∣∣∣∣∣ 6 Pq

|m|
+

q2

|m|2
� q2

|m|
,

R1 �
q∑

m=1

(m, q)

m
6
∑
d|q

d

q∑
m=1
d|m

1

m
� σ0(q) log(q + 1).

Если n 6= 0, то

F̂ (m,n) =
1

q2
· e−2πi

n
q

e−2πi
n
q − 1

e−2πina
q

∑
P1<x6P2

e−2πi
(m+n)x

q −
∑

P1<x6P2

e−2πi
mx
q

 .

(2.4)
Поэтому при m = 0

F̂ (0, n)� 1

q2
· q
|n|

(
q

|n|
+ q

)
� 1

|n|
,

и остаток R2 оценивается так же, как и остаток R1:

R2 �
q∑

n=1

(n, q)

n
� σ0(q) log(q + 1).

Если m+ n = 0 и m 6= 0, то, по формуле (2.4),

|F̂ (m,−m)| � 1

q2
· q

|m|

(
q +

q

|m|

)
� 1

|m|
.
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Следовательно, для остатка R3 получается та же оценка:

R3 �
q∑

m=1

(m, q)

m
� σ0(q) log(q + 1).

В оставшихся случаях (m 6= 0, n 6= 0, m+ n 6= 0, q) по формуле (2.4)

|F̂ (m,n)| 6 1

q2
· 1∣∣∣sin πn

q

∣∣∣
 1∣∣∣sin π(m+n)

q

∣∣∣ +
1∣∣∣sin πm
q

∣∣∣
�

� 1

|n|

(
1

|m+ n|
+

1

|q −m− n|
+

1

|q +m+ n|
+

1

|m|

)
.

В частности, если m и n имеют разные знаки, то

|F̂ (m,n)| � 1

|n| · |m− n|
,

а если одинаковые, — то

|F̂ (m,n)| � 1

|n|

(
1

q − |m| − |n|
+

1

|m|

)
.

Поэтому R4 � R4,1 +R4,2, где

R4,1 =
∑

m,n6q/2
m6=n

(m,n, q)1/2

n · |m− n|
, R4,2 =

∑
m,n6q/2
m+n 6=q

(m,n, q)1/2

n

(
1

q −m− n
+

1

m

)
.

Вводя переменные d = (m,n, q), m1 = md−1, n1 = nd−1, для первой суммы
получаем оценку

R4,1 �
∑
d|q

d1/2
∑

m,n6q/2
m6=n,d|(m,n)

1

n · |m− n|
�
∑
d|q

1

d3/2

∑
m1,n16q
m1 6=n1

1

n1 · |m1 − n1|
�

�
∑

m1,n16q
m1 6=n1

1

n1 · |m1 − n1|
� log2(q + 1).

Вторая сумма оценивается аналогично первой:

R4,2 �
∑
d|q

d1/2
∑

m,n6q/2
m+n6=q,d|(m,n)

1

n

(
1

q −m− n
+

1

m

)
�

�
∑
d|q

1

d3/2

∑
m1,n16q/(2d)

m1+n1 6=q/d

1

n1

(
1

q/d−m1 − n1
+

1

m1

)
�

�
∑

m1,n16q/(2d)

m1+n1 6=q/d

1

n1

(
1

q/d−m1 − n1
+

1

m1

)
� log2(q + 1).

Значит, R4 � log2(q + 1).
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Подставляя оценки остатков R1, R2, R3, R4 в формулу (2.3), приходим к
соотношению

R� σ0(q) log(q + 1)(σ0(q) + log(q + 1))q1/2 = ψ2(q),

что с учетом равенства (2.2) приводит к утверждению леммы.

§ 3. Спиновые цепочки и цепные дроби

Обозначим черезM множество всех целочисленных матриц

S =

(
p p′

q q′

)
=

(
p(S) p′(S)

q(S) q′(S)

)
с определителем ±1, у которых

1 6 q 6 q′, 0 6 p 6 q, 1 6 p′ 6 q′.

Оно разбивается на два непересекающихся множества M+ и M−, состоящее
из матриц с определителями +1 и −1 соответственно. Элементы множества
M образуют полугруппу по умножению и находятся во взаимно однозначном
соответствии с (непустыми) наборами натуральных чисел, которое строится по
правилу (см. [10])

(a1, a2, . . . , an) 7→
(
p p′

q q′

)
=

(
0 1

1 a1

)
. . .

(
0 1

1 an

)
.

Обратное отображение строится исходя из равенств

p

q
= [0; a1, . . . , an−1],

p′

q′
=[0; a1, . . . , an],

p

p′
= [0; an, . . . , a2],

q

q′
=[0; an, . . . , a1].

Как и в статьях [5, 3], для вычисления функции Ψ(N) будем отдельно рассмат-
ривать произведение матриц A =

(
1 0
1 1

)
, B =

(
1 1
0 1

)
четной и нечетной длины.

Для определенности будем предполагать, что произведения начинаются с мат-
рицы B. Следуя обозначениям работы [5], определим множества

Wev(N) =
{

(a1, . . . , a2m) ∈ N2m : m > 1, Tr(Ba1Aa2 . . . Ba2m−1Aa2m) 6 N
}
,

Wodd(N) =
{

(a1, . . . , a2m+1) ∈ N2m+1 : m > 1, Tr(Ba1Aa2 . . . Aa2mBa2m+1) 6 N
}
.

Набору натуральных чисел (a1, . . . , an) будем ставить в соответствие цепную
дробь [0; a1, . . . , an] и последовательность подходящих дробей pk/qk = [0; a1, . . . , ak]

(0 6 k 6 n). Из свойств цепных дробей следуют равенства

JBa1Aa2 . . . Ba2m−1Aa2mJ = J

(
q2m q2m−1
p2m p2m−1

)
J =

(
p2m−1 p2m
q2m−1 q2m

)
∈M+,

JBa1Aa2 . . . Aa2mBa2m+1 = J

(
q2m q2m+1

p2m p2m+1

)
=

(
p2m p2m+1

q2m q2m+1

)
∈M−,
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где J =
(
0 1
1 0

)
. Поэтому величины

Ψev(N) = |Wev(N)|, Ψodd(N) = |Wodd(N)|

можно также определять с помощью равенств

Ψev(N) =
∣∣{S ∈M+ : Tr(S) = p(S) + q′(S) 6 N

}∣∣
Ψodd(N) =

∣∣{S ∈M− : p(S) > 0, p′(S) + q(S) 6 N
}∣∣.

При этом, согласно предположению, что рассматриваются только произведе-
ния, начинающиеся с матрицы B,

Ψ(N) = 2
(
Ψev(N) + Ψodd(N)

)
.

Для описания поведения неполных частных в цепных дробях для действи-
тельных чисел удобно использовать меру (см. [11])

dλ =
1

log 2
· du dv

(1 + uv)2
.

Пусть действительное число α ∈ [0, 1] задано бесконечной цепной дробью
α = [0; a1, a2, . . . , an, . . .], и pn(α)/qn(α) = [0; a1, . . . , an], rn(α) = [0; an+1, an+2, . . .].
Тогда α = [0; a1, . . . , an+rn(α)], qn−1(α)/qn(α) = [0; an, . . . , a1], и поведение эле-
ментов цепной дроби вблизи номера n в среднем описывается функцией (ста-
тистикой Гаусса — Кузьмина, понимаемой в широком смысле)

Fn(x, y) =

1∫
0

[rn(α) 6 x, qn−1(α)/qn(α) 6 y]dα.

При этом

Fn(x, y)→ log2(1 + xy) =
1

log 2

x∫
0

y∫
0

du dv

(1 + uv)2
(n→∞).

В частности, при y = 1 мы имеем дело с мерой Гаусса

dµ =
1

log 2
· du

1 + u

и соответствующей ей функцией распределения log2(1 + x).
Рассматриваемая модель спиновых цепочек тесно связана с цепными дробя-

ми. Поэтому для описания свойств типичных конфигураций естественно вве-
сти характеристики, аналогичные статистикам Гаусса — Кузьмина. Они будут
характеризовать локальные свойства спиновых конфигураций.

Для действительных x, y ∈ [0, 1] положим

Wev(x, y;N) =

{(
p p′

q q′

)
∈M+ : p′ 6 xq′, q 6 yq′, p+ q′ 6 N

}
.

Wodd(x, y;N) =

{(
p p′

q q′

)
∈M− : p > 0, p′ 6 xq′, q 6 yq′, p′ + q 6 N

}
.
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Ψev(x, y;N) = |Wev(x, y;N)|, Ψodd(x, y;N) = |Wodd(x, y;N)|.

В частности Ψev(1, 1;N) = Ψev(N), Ψodd(1, 1;N) = Ψodd(N).
Арнольд высказал гипотезу (см. [7; задача 1993–11]), согласно которой у

рациональных чисел и у квадратичных иррациональностей неполные частные
в среднем ведут себя так же как и у почти всех действительных чисел. Для
рациональных чисел в простейшем случае, когда усреднение происходит по
дробям a/b, 1 6 a 6 b 6 R (R → ∞) это утверждение было доказано Лохсом
(см. [12]). В случае, когда усреднения происходят по точкам сектора 1 6 a 6 b,
a2+b2 6 R2 (R→∞), как это предлагалось сделать в оригинальной постановке
задачи, гипотеза была доказана Авдеевой и Быковским (см. [13, 14], а также
[15, 8]). Знание статистик Гаусса — Кузьмина для конечных цепных дробей
позволило решить задачу Синая о статистических свойствах траекторий частиц
в двумерных кристаллических решётках (см. [16]), получить новые результаты
о поведении в среднем различных вариантов алгоритма Евклида (см. [17, 18])
и найти плотность распределения нормированных чисел Фробениуса с тремя
аргументами (см. [19]).

Оказывается, что величины Ψev(x, y;N) и Ψodd(x, y;N) как функции x, y де-
монстрируют принципиально разное поведение. Четные цепочки (как и рацио-
нальные числа в задаче Арнольда) удовлетворяют закону Гаусса — Кузьмина,
а нечетные — нет.

Связь поведения функции Ψev(N) с распределением квадратичных иррацио-
нальностей, отмеченная в работах [5, 3] позволяет доказать гипотезу Арнольда
для квадратичных иррациональностей и уточнить асимптотическую форму-
лу (1.5).

§ 4. Спиновые цепочки и статистики Гаусса — Кузьмина

Теорема 1. Пусть 0 6 x, y 6 1, N > 2. Тогда справедлива асимптотиче-
ская формула

Ψev(x, y;N) =
log(1 + xy)

2ζ(2)
N2 +O(N3/2 log4N) (4.1)

с абсолютной константой в остаточном члене.

Доказательство. Преобразуем данную величину

Ψev(x, y;N) =
∑(

t u
v q

)
∈M+

[u 6 xq, v 6 yq, t+ q 6 N ] =

=
∑
u6xN

∑
q>u/x

∑
t6yu+1/q

δu(tq − 1)[t+ q 6 N ]. (4.2)
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Существует не более одного значения переменной t, лежащего в пределах yu <
t 6 yu+ 1/q. Поэтому при ty(u) = dyue∑

u6xN

∑
q>u/x

∑
yu<t6yu+1/q

δu(tq − 1)[t+ q 6 N ]�

�
∑
u6N

∑
q6N

δu(ty(u)q − 1)�
∑
u6N

N

u
� N1+ε.

Значит, сумму Ψev(x, y;N) можно записать в виде

Ψev(x, y;N) =
∑
u6xN

∑
t6yu

∑
q>u/x

δu(tq − 1)[t+ q 6 N ] +O(N). (4.3)

Из равенства
Y∑
y=1

δq(xy − 1)� Y

q
+ 1

следует, что величина Ψev(x, y;N) допускает оценку

Ψev(x, y;N)�
∑
u6N

∑
t6yu

∑
q6N

δu(tq − 1)�
∑
u6N

yu
N

u
� yN2.

В силу симметричности Ψev(x, y;N) относительно x и y, будет также выпол-
няться оценка

Ψev(x, y;N)� xN2.

Поэтому при min{x, y} 6 N−1/2

Ψev(x, y;N)� N3/2, log(1 + xy)N2 � N3/2

и формула (4.1) верна. Значит достаточно проверить справедливость равен-
ства (4.1) в предположении, что x > N−1/2. В формуле (4.3) к внутренней
двойной сумме применим леммы 2.1 и 2.2. С учетом формулы (см. [20; гл. II,
зад. 19])

q∑
x=1

Y∑
y=1

δq(xy − 1) =

Y∑∗

y=1

1 =
ϕ(q)

q
Y +O(σ0(q))

(здесь и далее знак звездочки означает, что переменная суммирования пробе-
гает приведенную систему вычетов) получим равенство

Ψev(x, y;N) =
∑
u6xN

(
ϕ(u)

u2

yu∫
0

dt

∞∫
u/x

[t+ q 6 N ]dq+O
(N
u
σ0(u) +ψ2(u)

))
+O(N).

Из стандартных оценок∑
u6M

σ0(u)�M log(M + 1),
∑
u6M

σ2
0(u)�M log3(M + 1)
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следует, что

Ψev(x, y;N) =
∑

u6N/x

ϕ(u)

u2

yu∫
0

dt

∞∫
u/x

[t+ q 6 N ]dq +O
(
N3/2 log4N

)
.

Применяя тождество (u = δu1)∑
u6M

ϕ(u)

u2
f(u) =

∑
δ6M

µ(δ)

δ2

∑
u16M/δ

f(δu1)

u1
(4.4)

и вводя переменные α = t/u = t/(δu1), β = q/u = q/(δu1), приходим к асимп-
тотической формуле

Ψev(x, y;N) =
∑
δ6N

µ(δ)S(N/δ) +O(N3/2 log4N), (4.5)

где

S(N) =
∑
u6xN

u

y∫
0

dα

∞∫
1/x

[α+ β 6 Nu−1]dβ.

Представим сумму S(N) в виде

S(N) = S1(N) + S2(N),

где

S1(N) =
∑

u6 xN
xy+1

u

y∫
0

dα

Nu−1−α∫
1/x

dβ,

S2(N) =
∑

xN
xy+1<u6xN

u

Nu−1−1/x∫
0

dα

Nu−1−α∫
1/x

dβ.

После вычисления интегралов

y∫
0

dα

Nu−1−α∫
1/x

dβ =
(N
u
− 1

x

)
y − y2

2
,

Nu−1−1/x∫
0

dα

Nu−1−α∫
1/x

dβ =
1

2

(N
u
− 1

x

)2
приходим к асимптотическим формулам

S1(N) =
xy(3xy + 2)

4(xy + 1)2
N2 +O(N),

S2(N) =
log(xy + 1)

2
N2 − xy(3xy + 2)

4(xy + 1)2
N2 +O

(N
x

)
,

S(N) =
log(xy + 1)

2
N2 +O

(N
x

)
.

Согласно предположению, x > N−1/2, следовательно Nx−1 � N3/2. Поэто-
му, подставляя асимптотическую формулу для суммы S(N) в равенство (4.5),
получаем требуемое равенство для Ψev(x, y;N).
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Теорема 2. Пусть 0 6 x, y 6 1, N > 2. Тогда

Ψodd(x, y;N) =
N2

2ζ(2)

(
logN + log

xy

x+ y
+ γ − 3

2
− ζ ′(2)

ζ(2)

)
+

+O
(
N3/2 log4N

)
+O

(x+ y

xy
N logN

)
.

Доказательство. Повторяя рассуждения из доказательства теоремы 1,
приходим к равенствам

Ψodd(x, y;N) =
∑(

t u
v q

)
∈M−

[t > 0, u 6 xq, v 6 yq, u+ v 6 N ] =

=
∑
t6N

∑
u,v>t

δt(uv − 1)
[
v >

t

x
+

1

u
, u >

t

y
+

1

v
, u+ v 6 N

]
=

=
∑

t6 xyN
x+y

∑
u>t/y

∑
v>t/x

δt(uv − 1)[u+ v 6 N ] +O(N logN).

Граница области, внутри которой меняются переменные u и v пересекает не
более чем O(N/t) квадратов вида [at, (a+1)t]× [bt, (b+1)t]. Поэтому, применяя
леммы 2.1 и 2.2, получим равенства

Ψodd(x, y;N) =
∑

t6 xyN
x+y

(
ϕ(t)

t2

∞∫
t/y

du

∞∫
t/x

[u+ v 6 N ]dv +O
(N
t
ψ2(t)

))
+O(N logN) =

=
∑

t6 xyN
x+y

ϕ(t)

t2

∞∫
t/y

du

∞∫
t/x

[u+ v 6 N ]dv +O(N3/2 log4N).

Снова применяя тождество (4.4) и переходя к переменным α = u/t = u/(δt1),
β = v/t = v/(δt1) находим, что

Ψodd(x, y;N) =
∑

δ6 xyN
x+y

µ(δ)T (N/δ) +O(N3/2 log4N), (4.6)

где

T (N) =
∑

t6 xyN
x+y

t

∞∫
1/y

dα

∞∫
1/x

[α+ β 6 N/t]dβ =
∑

t6 xyN
x+y

t

2

(N
t
− 1

x
− 1

y

)2
=

=
N2

2

(
logN + log

xy

x+ y
+ γ − 3

2

)
+O

(x+ y

xy
N
)
.

Подставляя асимптотическую формулу для T (N) в равенство (4.6) и применяя
формулу ∑

δ6M

µ(δ)

δ2
log δ =

ζ ′(2)

ζ2(2)
+O

( log(M + 1)

M

)
,

приходим к утверждению теоремы.
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Следствие 1. При N > 2

Ψ(N) =
N2

ζ(2)

(
logN + γ − log 2− 3

2
− ζ ′(2)

ζ(2)

)
+O(N3/2 log4N).

Замечание 1. Сравнивая результаты теорем 1 и 2, можно сделать вывод,
что четные и нечетные спиновые цепочки в среднем имеют принципиально
разное строение. По-видимому их нужно отделять друг от друга и исследовать
независимо. Главный член в теореме 2 в отличие от главного члена в теореме 1,
не зависит от x и y поскольку он складывается из матриц

(
t u
v q

)
, в которых

v = o(q) и u = o(q).

§ 5. Статистики Гаусса — Кузьмина
для квадратичных иррациональностей

Пусть AX2 + BX + C ∈ Z[X] — минимальный многочлен квадратичной
иррациональности ω (A > 0, (A,B,C) = 1) и ∆ = B2 − 4AC. Сопряженное
с ω число будем обозначать ω∗. В поле Q(

√
∆) число ω имеет след tr(ω) =

ω+ω∗ = −B/A и норму N (ω) = ωω∗ = C/A. Квадратичная иррациональность
ω называется приведенной, если она раскладывается в чисто периодическую
цепную дробь

ω = [0; a1, a2, . . . , an] (5.1)

с периодом n = per(ω). При этом, по теореме Галуа (см. [21]),

−1/ω∗ = [0; an, . . . , a1].

Множество всех приведенных квадратичных иррациональностей будем обозна-
чать через R. Длиной числа ω ∈ R называется величина ρ(ω) = 2 log ε0, где
ε0 = 1

2 (x0 +
√

∆y0) — фундаментальное решение уравнения Пелля

X2 −∆Y 2 = 4.

Использование термина “длина” обусловлено тем, что на модулярной по-
верхности H/PSL2(Z), где H = {(x, y) : y > 0} — верхняя полуплоскость,
паре квадратичных иррациональностей ω и ω∗ соответствует замкнутая гео-
дезическая (проекция геодезической, соединяющей ω и ω∗), длина которой в
классической метрике ds2 = (dx2 +dy2)y−2 в точности равна ρ(ω) (см. [6], [22]).

Для приведенной квадратичной иррациональности ω = [0; a1, . . . , an] поло-
жим

pere(ω) =

{
n, если n = per(ω) четно;
2n, если n = per(ω) нечетно.

Тогда фундаментальная единица может быть найдена по формуле Смита (см. [23],
[24; § 2.4]).

ε−10 (ω) = ωT (ω)T 2(ω) . . . T pere(ω)−1(ω),

где T (α) — отображение Гаусса: T (α) = {1/α}.
Для дальнейших вычислений понадобятся следующие свойства приведенных

квадратичных иррациональностей и соответствующих им фундаментальных
единиц.
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1◦. [3; предложение 2.1] Для любого натурального k

0 < tr(εk0(ω))− εk0(ω) < 1/2.

2◦. [3; предложение 4.1] Если ω = [0; a1, . . . , a2m], l = pere(ω), 2m = kl, то

Tr(Ba1Aa2 . . . Aa2m) = tr(εk0(ω)).

Пусть
r(N) =

∑
ω∈R

ε0(ω)6N

1 = π0(2 logN),

где π0(x) — число приведенных квадратичных иррациональностей, длина ко-
торых не превосходит x. Из доказательств предложений 4.3, 4.5 статьи [3] (см.
также [5]) можно выделить следующее утверждение.

Лемма 5.1. Для любого целого N > 2

r(N) = Ψev(N) +O(N logN).

Доказательство. Будем сначала предполагать, что N > 2 — действитель-
ное число. Согласно свойству 2◦, отображение

(a1, . . . , a2m) 7→ (k, ω),

которое набору натуральных чисел (a1, . . . , a2m) ставит в соответствие квадра-
тичную иррациональность ω = [0; a1, . . . , an] и число k = 2m/pere(ω), является
биекцией между множествомWev(N) и множеством пар (k, ω), где k ∈ N, ω ∈ R
и tr(εk0(ω)) 6 N . Следовательно

Ψev(N) =

∞∑
k=1

∑
ω∈R

tr(εk0 (ω))6N

1 =
∑

k62 logN

r̃k(N), (5.2)

где
r̃k(N) =

∑
ω∈R

tr(εk0 (ω))6N

1.

Условие k 6 2 logN можно наложить, поскольку для всех ω ∈ R выполняется
неравенство ε0(ω) > ε0( 1+

√
5

2 ) = ( 1+
√
5

2 )2 > e1/2.
Из равенства (5.2) следует, что r̃1(N) 6 Ψev(N)� N2. По свойству 1◦

r

((
N − 1

2

)1/k)
6 r̃k(N) 6 r(N1/k). (5.3)

Поэтому r(N)� N2, r̃k(N)� N
2
k и∑

26k62 logN

r̃k(N)�
∑

26k62 logN

N
2
k � N logN, (5.4)

Ψev(N) = r̃1(N) +O(N logN).
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Из (5.3) следует, что

r
(
N − 1

2

)
6 r̃1(N) 6 r(N).

Значит,

Ψev(N) +O(N logN) 6 r(N) 6 Ψev

(
N +

1

2

)
+O(N logN).

Но для целых N выполняется равенство Ψev

(
N + 1

2

)
= Ψev(N), поэтому утвер-

ждение леммы вытекает из полученных оценок на величину r(N).

Следствие 2. При N > 2

r(N) =
log 2

2ζ(2)
N2 +O(N3/2 log4N).

Следствие 3. Пусть x > 1. Тогда∑
ω∈R
ρ(ω)6x

1 =
ex log 2

2ζ(2)
+O

(
x4e

3
4x
)
.

Чтобы вычислить статистики Гаусса — Кузьмина для приведенных квадра-
тичных иррациональностей, для действительных x, y ∈ [0, 1] иN > 2 определим
величину (предполагается, последовательность неполных частных продолжа-
ется на отрицательные номера по периодичности)

r(x, y;N) =
∑
ω∈R

ε0(ω)6N

1

pere(ω)

pere(ω)∑
j=1

[
[0; aj+1, aj+2, . . .] 6 x, [0; aj , aj−1, . . .] 6 y]

]
=

=
∑
ω∈R

ε0(ω)6N

1

pere(ω)

pere(ω)∑
j=1

[
ωj 6 x, −1/ω∗j ) 6 y)

]
,

где ωj = T j(ω) = [0; aj+1, aj+2, . . .]. В частности, r(1, 1;N) = r(N). Для всех эк-
вивалентных чисел ωj = T j(ω) статистики Гаусса — Кузьмина подсчитываются
по одному разу, и сумма r(x, y;N) может быть также записана в виде

r(x, y;N) =
∑
ω∈R

ε0(ω)6N

[ω 6 x, −1/ω∗ 6 y].

То есть сумма r(x, y;N) описывает поведение в среднем замкнутых геодезиче-
ских на модулярной поверхности.

Теорема 3. Пусть 0 6 x, y 6 1, N > 2. Тогда

r(x, y;N) =
log(1 + xy)

2ζ(2)
N2 +O(N3/2 log4N).
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Доказательство. Рассмотрим суммы

r̃k(x, y;N) =
∑
ω∈R

tr(εk0 (ω))6N

[ω 6 x, −1/ω∗ 6 y],

r̃(x, y;N) =
∑
ω∈R

tr(ε0(ω))6N

[ω 6 x, −1/ω∗ 6 y] = r̃1(x, y;N).

По определению r̃k(x, y;N) 6 r̃k(N). Значит, из оценки (5.4) следует, что∑
26k62 logN

r̃k(x, y;N) = O(N logN),

r̃(x, y;N) = σ(x, y;N) +O(N logN),

где
σ(x, y;N) =

∑
16k62 logN

∑
ω∈R

tr(εk0 (ω))6N

[ω 6 x, −1/ω∗ 6 y].

Согласно свойству 2◦, возникшую сумму можно записать в виде

σ(x, y;N) =
∑

(a1,...,a2m)
Tr(Ba1 ...Aa2m )6N

[
[0; a1, . . . , a2m] 6 x, [0; a2m, . . . , a1] 6 y

]
.

Пара натуральных чисел (q, q′) (q 6 q′) может быть дополнена до матрицы( p p′
q q′

)
∈M не более чем двумя способами. Поэтому число матриц

JBa1Aa2 . . . Ba2m−1Aa2mJ =

(
p p′

q q′

)
,

для которых q′ 6
√
N оценивается как O(N). Для наборов (a1, . . . , a2m), кото-

рым соответствует матрица с q′ >
√
N

0 < [0; a1, . . . , a2m]− [0; a1, . . . , a2m] = [0; a1, . . . , a2m]− p′

q′
6

1

(q′)2
<

1

N
,

0 < [0; a2m, . . . , a1]− [0; a2m, . . . , a1] = [0; a2m, . . . , a1]− q

q′
6

1

(q′)2
<

1

N
.

Следовательно, с одной стороны

σ(x, y;N) 6
∑(

p p′

q q′

)
∈M+

[q′ >
√
N, p′/q′ 6 x, q/q′ 6 y, p+ q′ 6 N ] +O(N) =

(5.5)

=
∑(

p p′

q q′

)
∈M+

[p′/q′ 6 x, q/q′ 6 y, p+ q′ 6 N ] +O(N) =

= Ψev(x, y;N) +O(N).
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С другой стороны

σ(x, y;N) >
∑(

p p′

q q′

)
∈M+

[
q′ >

√
N,

p′

q′
6 x− 1

N
,
q

q′
6 y − 1

N
, p+ q′ 6 N

]
+O(N) =

= Ψev

(
x− 1

N
, y − 1

N
;N
)

+O(N).

То есть

Ψev

(
x− 1

N
, y − 1

N
;N
)

+O(N)� σ(x, y;N)� Ψev(x, y;N) +O(N). (5.6)

Если min{x, y} 6 N−1/2, то теорема 3 следует из теоремы 1 и оценки (5.5).
Если же min{x, y} > N−1/2, то по теореме 1

Ψev

(
x− 1

N
, y − 1

N
;N
)

= Ψev(x, y;N) +O(N3/2 log4N). (5.7)

Объединяя соотношения (5.6)–(5.7) приходим к асимптотической формуле

σ(x, y;N) = Ψev(x, y;N) +O(N3/2 log4N).

Значит, по теореме 1,

r̃(x, y;N) = Ψev(x, y;N) +O(N3/2 log4N) =

=
log(1 + xy)

2ζ(2)
N2 +O(N3/2 log4N).

Для завершения доказательства теоремы остается заметить, что по свойству
1◦ искомая функция r(x, y;N) связана с r̃(x, y;N) неравенствами

r̃
(
x, y;N − 1

2

)
6 r(x, y;N) 6 r̃(x, y;N).
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