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Пусть  – ненулевая последовательность
комплексных чисел. В работах [5, 6, 13] было до-
казано, что если для некоторых фиксированных

 и  выполняется соотношение

(1)

то найдутся комплексные числа , , , 
такие, что

(2)

где

и  – функция Вейерштрасса, ассоциированная с
эллиптической кривой

(3)
При этом если кривая (3) сингулярна, т.е. ее
дискриминант   равен  нулю, то вместо

-функции Вейерштрасса нужно использовать ее
вырожденные аналоги (см. [1])

Последовательности Сомос-4 тесно связаны с
эллиптическими делимостными последователь-
ностями, см. [12, 13, 15] и интегрируемыми дина-
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мическими системами с дискретным временем,
см. [3, 6, 8, 9, 11, 14]. Одним из фундаментальных
свойств последовательности Сомос-4 является
справедливость тождества (см. [10])

(4)

которое выполняется для произвольных целых
или одновременно полуцелых .
В частности, при , , , ,

,  это тождество превращается в ис-
ходное рекуррентное соотношение (1). Проверка
того, что равенство (4) выполняется для последо-
вательности (2), сводится к применению трех-
членного тождества Вейерштрасса (см. [2])

Так же проверяется, что последовательности

(5)

удовлетворяют соотношению, аналогичному (4):

(6)

Рассмотрим более общую задачу о нахождении
последовательностей , , которые за-
даются начальными членами

(7)

и рекуррентными соотношениями

(8)

(9)
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Будем считать, что последовательности 
не содержат нулевых элементов, так как в против-
ном случае по формулам (8), (9) их нельзя опреде-
лить для всех целых . Общее решение такой задачи
не может быть описано равенствами (5), поскольку
последовательности  определяются 12-ю
свободными параметрами (10 начальных условий
(7) и 4 коэффициента , связанные двумя
линейными уравнениями, получающимися из (8),
(9) при ), в то время как формулы (5) исполь-
зуют лишь 9 свободных параметров , , ,

, . Однако если предположить, что началь-
ные члены последовательностей   удо-
влетворяют равенству (6), то общее решение бу-
дет действительно иметь вид (5).

Будем считать, что начальные условия (7) свя-
заны равенством

(10)

а значения , , найденные из равенств (8), (9)
при , удовлетворяют соотношениям

(11)

(12)

В частности это означает, что коэффициенты
 рекуррентных соотношений (8), (9) од-

нозначно определяются по начальным членам
(7). Действительно, значения ,  можно найти
из равенств (11), (12). Равенство (8), взятое для

 и , дает систему из двух линейных урав-
нений, из которой однозначно находятся неиз-
вестные  и :

(13)

Аналогично находятся  и :

(14)
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Отсюда следует, что поставленную задачу можно
переформулировать следующим образом: опи-
сать последовательности комплексных чисел

 , заданные начальными членами (7), у
которых значения ,  находятся из равенств
(11), (12), а остальные элементы вычисляются с
помощью рекуррентных соотношений

(15)

(16)

Чтобы величины , ,  были корректно
определены, необходимо требовать выполнения
условия , где  определены соот-

ветственно в (13) и (14), и .

З а м е ч а н и е. Равенства (10)–(12), (15), (16)
получаются из (6) соответственно при

Т е о р е м а. Общее решение поставленной зада-
чи имеет вид (5), где

 – комплексные числа и  – функция Вейер-
штрасса (быть может, вырожденная), ассоцииро-
ванная с некоторой кривой вида (3).

Если последовательности  и  удовле-
творяют соотношениям (8), (9), то очевидно, что
для любых  последовательности

также будут удовлетворять (8), (9). Поэтому есте-
ственно перейти к калибровочно-инвариантным
переменным

(17)

для которых условие (10) можно переписать в виде
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, (18)

или в эквивалентной форме

(19)

П р е д л о ж е н и е. Пусть параметры 
 связаны условием (18) и . Тогда най-

дется кривая

(20)

и числа , такие что

(21)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассуждения проведем
по схеме, использованной при доказательстве
предложения 2.2 в работе [6]. Будем последова-
тельно находить координаты точек

(22)

лежащих на кривой (20). Очевидно, что выполня-
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Из тождества (см. [5])
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Согласно формуле сложения (см. [1, 2])
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Рассматривая разности  и , получа-
ем, что

(27)

где

(28)

Предположим сначала, что . Тогда значе-
ния  и  можно найти из равенств (27). Записы-
вая равенства (26) в виде

в совокупности с (23) получаем систему линей-
ных уравнений, из которой находятся значения

 и  (условие (18) гарантирует совместность
этой системы). Параметры  и  находятся из
системы

(29)
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люции , , соответ-
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Будем последовательно выражать неизвестные
через параметр . Из (23) и (26) находим, что

, ,

Подставляя  и  в (30), приходим к равенствам

из которых следует, что  и 
. Кроме того, согласно (29),  =

= 0. Поэтому  или  В каждом
случае, как и при , параметры (22) однознач-
но находятся с точностью до инволюции

,  .
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы. Из дока-

занного предложения и формулы (см. [1, 2])

следует, что равенства (5) выполняются при
. Поскольку остальные члены последо-

вательностей ,  находятся с помощью ра-
венств (11)–(16), которым удовлетворяют и по-

следовательности ,  (см. за-

мечание к теореме), то равенства (5)
выполняются и для всех целых .

С л е д с т в и е. Частными случаями формулы (6)
являются равенства

которые также позволяют вычислять элементы
последовательностей , . Отсюда вытека-
ет, что все члены этих последовательностей явля-
ются полиномами Лорана от исходных данных и па-
раметров :

.

Исследование выполнено за счет гранта Рос-
сийского научного фонда (проект 14–11–00335).
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