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Çàäà÷à 1. Ïóñòü G(x), P (x) è R(x) � ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííîé x è ñòåïåíü G ðàâíà
n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ x1 è x2

G(x1 + x2) = P (x1)R(x2).

Äîêàçàòü, ÷òî
à) íå ñóùåñòâóåò òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè n = 1;
á) íå ñóùåñòâóåò òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè n = 2;
â) íå ñóùåñòâóåò òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî z, äëÿ êîòîðîãî G(z) = 0. Ïîëîæèì x2 = z − x1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x1

P (x1)R(z − x1) = 0,

÷åãî íå ìîæåò áûòü.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü g(x, y) � ôóíêöèÿ îò äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (g : R2 → R).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ ÷åòûðå ôóíêöèè h1, h2, r1, r2 : R→ R, äëÿ êîòîðûõ g(x, y) =
r1(x)h1(y) + r2(x)h2(y). Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ x1, x2, x3, y1, y2, y3 îïðåäå-
ëèòåëü ìàòðèöû 3× 3, ó êîòîðîé íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-îãî ñòîëáöà ñòîèò ÷èñëî
g(xi, yj), ðàâåí íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî ôóíêöèè, ñëåäóåò ÷òî êàæäàÿ ñòðî-
êà ìàòðèöû åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ îäíèõ è òåõ æå âåêòîðîâ. Ïîýòîìó ñòðîêè
ìàòðèöû ëèíåéíî çàâèñèìû è å¼ îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü h1, h2, h3, . . . � íåîãðàíè÷åííàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Äîêàçàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä
∞∑
n=1

cn, òàêîé ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

hncn ðàñõîäèòñÿ.

Óêàçàíèå. Ïîïðîáóéòå ñíà÷àëà äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {hn}
ñ hn = lnn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hn} íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, òî íàé-
äåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ n = nk (k = 1, 2, . . . ), äëÿ êîòîðîé hnk

≥ 2k. Âû-
áåðåì ðÿä, ó êîòîðîãî cn = 1

2k
, åñëè n = nk, à äëÿ îñòàëüíûõ íîìåðîâ n ïîëàãàåì cn = 0.

Òîãäà
∞∑
n=1

hncn =
∞∑
k=1

hnk
cnk
≥

∞∑
k=1

2k · 1
2k

>∞.

Â òî æå âðåìÿ
∞∑
n=1

cn =
∞∑
k=1

1

2k
<∞.

1


