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Çàäà÷à 1. Íàéòè óãëû òðåóãîëüíèêà, ó êîòîðîãî äëèíû ñòîðîí ñîñòàâëÿþò îäíîâðå-
ìåííî àðèôìåòè÷åñêóþ è ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a ≤ b ≤ c � ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà. Òàê êàê îíè ñîñòàâëÿþò àðèô-
ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, òî a+ c = 2b. Óñëîâèå ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé ïðèâîäèò ê
ðàâåíñòâó b2 = ac è ïîýòîìó

(a− c)2 = (a+ c)2 − 4ac = 4b2 − 4b2 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî a = b = c è òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé; ñ îäèíàêîâûìè óãëàìè ïî 600.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü n � íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 3. Îáîçíà÷èì
÷åðåç s êîëè÷åñòâî âñåõ äåëèòåëåé n âèäà 4k + 1 (k � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå), à ÷åðåç t
êîëè÷åñòâî âñåõ äåëèòåëåé n âèäà 4k + 3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè s ̸= t, òî n äåëèòñÿ íà 9.

Ðåøåíèå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå íåâåðíî è n íå äåëèòñÿ íà 9. Ïóñòü d1, d2, . . . ,
dk � äåëèòåëè n, êîòîðûå íå äåëÿòñÿ íà 3. Òîãäà 3d1, 3d2, . . . , 3dk � îñòàëüíûå äåëèòåëè.
Ëåãêî çàìåòü, ÷òî âñå äåëèòåëè n ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ÷èñåë (di, 3di), îäíî èç êîòîðûõ
èìååò âèä 4k + 1, à âòîðîå � 4k + 3. Ïîýòîìó s = t, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò,
íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è n äåëèòñÿ íà 9.

Çàäà÷à 3. Êàñàòåëüíûå ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ B è
C ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå P è ðàäèóñîì R = PB = PC
ïåðåñåêàåò ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AB è AC â òî÷êàõ K è L. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè K, L è
P ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå âåëè÷èíû óãëà ìåæäó ïðÿìûìè ïåðåñåêàþùèìè îêðóæíîñòü,
2∠A =⌣ KL− ⌣ BC. Çàìåòèì, ÷òî óãîë ïðè âåðøèíå A îïèðàåòñÿ íà ⌣ BC è åìó ðàâíû
óãëû PBC è PCB (óãëû ìåæäó ñåêóùåé BC è êàñàòåëüíûìè â òî÷êàõ B è C). Çíà÷èò,
⌣ KL = 2∠A+ ⌣ BC = ∠PBC + ∠PCB + ∠BPC = 1800. À ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü f(x) = 2√
3
sin(2πx

3
). Äîêàçàòü, ÷òî f(a · b) = f(a) · f(b) äëÿ ëþáûõ

öåëûõ a è b.

Ðåøåíèå.Òàê êàê ôóíêöèÿ ñèíóñ ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 2π, òî f(x + 3) = f(x) äëÿ
ëþáîãî x. Ïîýòîìó f(c) äëÿ öåëûõ c îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà
îñòàòêàõ îò äåëåíèÿ c íà 3: f(0) = 0, f(1) = 1, f(2) = −1. Åñëè îäíî èç ÷èñåë a è b ðàâíî 0,
òî â äîêàçûâàåìîì ðàâåíñòâå ñïðàâà è ñëåâà ñòîÿò îäèíàêîâûå ÷èñëà � íóëè. Â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ

f(1 · 1) = f(1) = 1 = f(1) · f(1),

f(1 · 2) = f(2) = −1 = f(1) · f(2),

f(2 · 2) = f(4) = f(1) = 1 = f(2) · f(2).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Çàäà÷à 5. Ïóñòü a(n) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ íà÷àëüíûìè çíà÷å-
íèÿìè a(0) = 1, a(1) = 3 è ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì a(n + 2) = a(n) + a(n + 1), à
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b(n) çàäà¼òñÿ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè b(0) = 2, b(1) = 1 è ðåêóððåíò-
íûì ñîîòíîøåíèåì b(n+ 2) = b(n)− b(n+ 1). Âû÷èñëèòü a(2011)b(2012) + a(2012)b(2011).

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n

c(n+ 1) = a(n)b(n+ 1) + a(n+ 1)b(n) =

= a(n) (b(n− 1)− b(n)) + (a(n− 1) + a(n)) b(n) =

= a(n)b(n− 1) + a(n− 1)b(n) = c(n).

Ïîýòîìó âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè c(n) ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì è èíòåðåñóþùåå
íàñ ÷èñëî ðàâíî c(2012) = c(1) = a(0)b(1) + a(1)b(0) = 1 · 1 + 3 · 2 = 7.
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